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1. FEJEZET
A skatulyaelv a grafelméletben, 1.

A fejezet témajahoz tartozo feladatok: a K.I1.9.4. feladat

1.1. Bevezeto feladatok

1.1. (MS) a) Igazoljuk, hogy egy véges egyszerii grafban mindig van két azonos fokd pont.
b) Mutassunk példéat olyan n ponti grafra, amelyben csak egyetlen azonos fokt pontpar van.

1.2. (M)

a) Az 1.1. feladatban a kovetkezé allitast kellett igazolni:

Egy kilenctagt tarsasagban mindenki pontosan 6t masik embernek atad 100 Ft-ot. Bizonyitsuk
be, hogy az ajandékozasok utan van két ember, akinek ugyanannyi forinttal valtozott a vagyona.
(Arany Déniel-verseny 1990H)

Igaz-e az is, hogy vagy van harom ember, akinek ugyanannyi forinttal viltozott a vagyona,
vagy van két-két ember, akiknek ugyanannyival valtozott a vagyona?

b) Fogalmazzuk at grafelméleti nyelvre az 1.1. feladatot és a fenti feladatot is!

c) Hogyan &ltalanosithaté a feladat?

1.3. (M) Igaz-e a kovetkezo &llitas:
Egy n pont1, 3n éli egyszerli graf vagy 6-regularis, vagy van benne legalabb hetedfokt pont?

1.4. (M) Hogyan altaldnosithat6 az 1.3. feladat &llitédsa?

1.5. (MS) Egy n = 2k pontii egyszerti grafban tobb, mint k2 él van. Bizonyitsuk be, hogy

a) van benne haromszog;

b) van benne négy hosszi kor.

c) Bizonyitsuk be, hogy (izomorfiatdl eltekintve) egyetlen olyan 2k pontd, k? éli graf van,
amelyben nincs haromszog: az a teljes paros graf, amelynek mindkét osztalyaban k& — k él van.

Megjegyzés. A feladat folytatasat 1. a Turan-tipusu tételeknél: K.I1.12.2. feladat,

1.6. (M) * a) Bizonyitsuk be a részben rendezett halmazokra vonatkoz6 aldbbi tételt:

Tétel. Ha egy részben rendezett halmazban a leghosszabb lanc n elembdl all, akkor a halmaz
elemei beoszthaték n osztalyba tigy, hogy az azonos osztalyba tartozé elemek nem 6sszehason-
lithatdk.
b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy tranzitivan irdnyitott grafban a leghosszabb irdnyitott titnak
n pontja van, akkor a pontjai n szinnel szinezheték gy, hogy az egysziniiek kozo6tt ne fusson él.
(Egy irdnyitott grafot akkor és csak akkor neveziink tranzitivnak, ha valahanyszor c%, B¢ éle a
grafnak, mindig éle az a¢ ¢l is. L. a Bevezetét. )

1.2. ,,Dirac-grafok” és hasonlok

A témahoz tartozd korabbi feladatok: K.I1.5.1., K.IL.5.2.



1 fejezet. A skatulyaelv a grafelméletben, I. 1.3. Grdfszinezések

1.1. (M) Egy gyar hat kiilonb6z6 szinii fonalbdl kétszinti kelmét gyart. Minden szin legaldbb
hiromféle parositasban szerepel. Bizonyitandd, hogy kivalaszthaté haromféle kelme dgy, hogy
mindegyik szin el6fordul valamelyikben. (Kiirschak verseny, 1957. 1. [6])

1.2. (MS) a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n ponti grafban minden pont foka legalabb n,
akkor a graf osszefiiggd.

Csokkenthet6-e itt a fokszamra tett kikétés?

b) Igaz-e az is, hogy a graf kétszeresen Gsszefiiggs?

1.3. (M) a) Egy husztagu tarsasdgban mindenki ismeri a tarsasig legaldbb 11 masik tagjét
(az ismeretségek kolcsonosek). Bizonyitsuk be, hogy van hdrom ember, akik koziil barmely kett6
ismeri egymast.
Mutassuk meg, hogy ha mindenki csak 10 masikat ismer, akkor ez mar nem feltétleniil igaz.
b) Hogyan &ltaldnosithaté ez az allitds n tagt tarsasdgra?

1.4. (M) Bizonyitsuk be, hogy

a) ha egy huszpontu egyszerti grafban barmely két pont fokszdménak Osszege legaldbb 21,
akkor van benne hiromszog;

b) ha egy n pontu egyszerli grafban barmely két pont fokszaménak Gsszege legaldbb n + 1,
akkor van benne haromszog.

c) Egy husztagu tarsasdgban minden ember megszamolja ismerdseit (az ismeretségek kole-
sonosek). Azt tapasztaljdk, hogy ha barmely két ember Gsszeadja az ismerdseinek a szamat,
akkor legaldbb 22 az eredmény. Bizonyitsuk be, hogy van négy ember, akik koézil legfeljebb
ketten vannak, akik nem ismerik egymast.

d) Egy n pontu egyszeri grafban barmely két pont fokszdménak Osszege legaldbb n + 2.
Bizonyitsuk be, hogy van a grafban olyan négyponti részgraf, amelyben legalabb 6t él van.

Ehhez a fejezethez kapcsolédnak a K.I1.9.2., K.I11.12.2., a K.I1.12.4. feladatok.

1.3. Grafszinezések

1.1. (M) [5] Adottak az ai,ag,---,asn egész szamok, és képezziik beldlik az Osszes a; — a;
kiilénbséget (i < j). Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott 3n(3n —1)/2 kiilénbség koziil legfeljebb
3n? nem oszthaté harommal. (Arany Déniel verseny, 1977/K, dénté)

1.2. Probaljuk meg az 1.1. feladatot grafelméleti feladattd atfogalmazni:

A 3n szamnak egy 3n pontu graf pontjait feleltetjiik meg, két pontot akkor kétiink Gssze éllel,
ha a megfelel6 szamok kiilénbsége nem oszthaté hdarommal. Azt kell belatnunk, hogy a grafnak
legfeljebb 3n? éle van. A kérdés az, hogy mit tudunk a grafrél, ami alapjan be tudtuk latni a
feladat allitasat?

1.3. (M) Tekintsiik azt a gréfot, amelynek csicsai egy 8 x 8 sakktdbla mez6i, és kosstink Gssze
két cstcsot, ha a megfelel6 mezSknek

a) van kozos éle,

b) van kozos csicsa.

Mennyi az igy kapott grafok kromatikus szama?



1.3. Grifszinezések 1 fejezet. A skatulyaelv a grafelméletben, I.

1.4. (M) ([4] 66. old.)*

Tekintsiik azt a grafot, amelynek csicsai egy 100 x 100 sakktabla mez6i, és tekintsiik egy
lépésnek azt, amikor egyik mezdrdl atlépiink egy vele élben szomszédos mezére. Kossiink Gssze
két cstcsot, ha a megfelel6 mezdk egymastol pontosan két 1épésnyire vannak. Mennyi ennek a
grafnak a kromatikus szama?

1.5. (M) ([4] 66. old.)
Egy graf pontjai az 1,2,...,100 szamok, két szamot akkor kot ssze él, ha koziiliik a nagyob-
bikat a kisebbikkel osztva kettohatvanyt kapunk. Mennyi ennek a grafnak a kromatikus szama?

1.6. (M) a) Egy grafrél tudjuk, hogy minden pont foka legaldbb harom. Bizonyitsuk be, hogy
négy szinnel jél-szinezhetd.
b) Hogyan &ltaldnosithat6 a)?

1.7. (S) Bizonyitsuk be, hogy egy graf kromatikus szdma pontosan akkor kettd, ha van benne
él és minden kore paros.

1.8. (MS) Hény szinnel szinezhet$ jol egy 2k + 1 ponti kor?

1.9. (M) a) Hény lényegesen kiilonb6z6 harom szini jélszinezése van egy étpontu kérnek ?

b) Es egy hétponti kornek?

Két szinezés akkor lényegesen kiilonb6z6, ha a szinek permutalasival és a graf izomorfidjaval
nem viheték egymasba.

1.10. (M) Bizonyitsuk be, hogy K.I1.8.3. feladat grafja nem tartalmaz harom hosszi kort, és
nem szinezhetd jol harom szinnel.

1.11. (S) Konstrualjunk olyan grafot, amelyben
a) nincsen négypontu teljes részgraf, mégsem szinezhetd jol négy szinnel;
*b) nincsen harom pont teljes részgraf mégsem szinezhetd jol négy szinnel.

1.12. (M) * Egy sakkedzésen minden jatékos legfeljebb k pontot szerzett (déntetlenért fél pont,
gy6zelemért egy pont jar). Bizonyitsuk be, hogy akkor

a) van olyan jatékos, aki legfeljebb 2k mérkézést jatszott;

b) a jatékosok elhelyezhet6k 2k + 1 teremben gy, hogy az azonos terembe keriil$ jatékosok
még nem jatszottak egymaéssal. (Arany Déniel-verseny, 1990H)

1.13. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy n pontii egyszerii grafban tobb, mint n?/4 él van, akkor
legalabb harom szin kell a pontjai jélszinezéséhez.

1.14. (M) a) Egy 3n pontu gréafrél tudjuk, hogy harom szinnel jélszinezhetd. Bizonyitsuk be,
hogy a komplementere jélszinezéséhez legaldbb n szinre van sziikség.

b) Egy jn pontt grafrdl tudjuk, hogy j szinnel jélszinezhetd. Bizonyitsuk be, hogy a komple-
mentere jolszinezéséhez legaldbb n szinre van sziikség.

1.15. (M) * Bizonyitsuk be, hogy ha G egy n ponti egyszerii graf, akkor G kromatikus szamé-
nak és a komplementere kromatikus szdménak az Osszege legaldabb 2/n.
Fennallhat-e egyenlOség?

1.16. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha G egy n pontt egyszerii graf, akkor G kromatikus szamanak
és a komplementere kromatikus szamanak az 6sszege legfeljebb n + 1.
Fennéllhat-e itt egyenlGség?



1 fejezet. A skatulyaelv a grafelméletben, I. 1.4. A végtelen skatulyaelv

1.17. (MS) * Egy szdzegy pontu teljes graf éleit kiszineztiik gy, hogy minden haromszog vagy
egyszinil, vagy teljesen tarka (mind a harom éle mas szinti). A szinezéshez egynél tobb szint
hasznaltunk. Bizonyitsuk be, hogy ekkor legalabb 12 szint hasznaltunk.

1.18. (M) * Egy 1993 szogpontu teljes graf minden élét kiszineztiik ugy, hogy semelyik csticsba
sem fut két azonos szin(i él. Bizonyitsuk be, hogy van 17 olyan pont, amelyek koziil barmely
kettot kiilonboz6 szinii él kot Ossze.

1.19. (S) Bizonyitsuk be, hogy egy graf élszinezési szdma nem kisebb a grafban fellépé max-
imélis fokszamnal.

1.20. (M) Mennyi a Petersen-graf
a) kromatikus szdma és
b) élszinezési szdma?

1.21. (MS) * Egy véges egyszerli 3-reguléris graf élei lényegében — azaz a szinek permutalasatol
eltekintve — egyértelmiien szinezhetdk ki 3 szinnel. Bizonyitsuk be, hogy a grafban van Hamilton-
kor.

1.4. A végtelen skatulyaelv

1.1. (MS) Egy zsdkban végtelen sok goly6 van, mindegyik szine a hdrom alapszin egyike: piros,
kék vagy sarga. Bizonyitsuk be, hogy valamelyik szinti golyébdl végtelen sok van.

1.2. (MS) Fogalmazzuk meg a skatulyaelvet végtelen halmazokra!

1.3. (M) a) Kijeloltiink a koordinatasik pozitiv negyedsikjaban végtelen sok téglalapot, mind-
egyiknek az origd az egyik csicsa és egy-egy oldala a két tengelyen van, és az origoval szemkozti
csicsa is racspont. Bizonyitand, hogy van a kijeloltek kozott kettd (kilonbozé), amelyek koziil
az egyik tartalmazza a masikat. (V6. Kiirschak verseny, 1934. [6])

Mutassuk meg, hogy viszont tetszolegesen sok ilyen téglalap megadhatd, amelyek koziil egyik
sem tartalmazza a masikat.

b) Kijeloltiink végtelen sok egész szamot azok koziil, amelyeknek csak (legfeljebb) két pri-
mosztdjuk van: a 2 és a 3. Bizonyitandd, hogy e szamok kozott van ketto, amelyek koziil az
egyik osztéja a masiknak.

1.4. (MS) * Adott k darab prim szam, p1,pa, ..., pk, tovabbé adott végtelen sok szam, amelyek
mindegyikének a primosztéi e k darab prim koziil keriilnek ki. Bizonyitsuk be, hogy van a
megadott szamok kozott kettd, amelyek kozil a kisebb osztdja a nagyobbnak. (Dickson, vo. [7],
240. oldal.)

1.5. (MS) Bizonyitsuk be a ,végtelen Ramsey-tételt” a kovetkezd$ formajaban:

Végtelen Ramsey-tétel/1: Barmely egyszerii végtelen grafra igaz, hogy vagy maga a graf,
vagy a komplementere tartalmaz végtelen teljes részgrafot. Vagy masképp fogalmazva: barmely
egyszeru végtelen graf tartalmaz vagy teljes, vagy tres végtelen részgrafot.

Ezt igy jeloljiik: Rg — (Ro, No).

1.6. (MS) Bizonyitsuk be, hogy egy végtelen szdmsorozatban vagy van szigorian monoton
noévekvé végtelen részsorozat, vagy van monoton csokkend végtelen részsorozat.



1.4. A végtelen skatulyaelv 1 fejezet. A skatulyaelv a grafelméletben, 1.

1.7. (MS) Az 1.5. feladatban kimondott Ramsey-tétel mas megfogalmazasban azt allitja, hogy
ha egy megszamlélhaté halmaz pontparjait kiszinezziik két szinnel, akkor van olyan megszam-
lalhat6 részhalmaz, amelynek minden elemparja azonos szinti. Vajon igaz-e ugyanez, ha nem a
kételemii, hanem a haromelemi részhalmazokat szinezziik?

a) Prébéaljuk meg ezt az allitast igazolni az 1.5. feladatban adott megoldéssal:

b) Fogalmazzuk meg azt a segédallitdst, amire sziikséglink volna ahhoz, hogy a bizonyitast &t
tudjuk vinni erre az esetre is!

c¢) Ha jol fogalmaztuk meg, be is fogjuk tudni bizonyitani, mert valgjadban egy mér bizonyitott

allitasrél van szo.



1 fejezet. A skatulyaelv a grafelméletben, I. 1.4. A végtelen skatulyaelv




2. FEJEZET
A skatulyaelv grafelméleti élesitései, II.

,TURAN-TIPUSU” TETELEK

Ez a tipus az 1.5. feladatban részben — paros pontszamra — mar bizonyitott tételrol nyerte
nevét. (A minden grafra érvényes tétel bizonyitasat 1. a K.I1.12.2. feladatban, illetve a 2.3.
feladatban.) Maga a kérdés és a ra adott valasz is Turdn PAaltél szarmazik. Altaldnos megfo-
galmazasban azt kérdezziik, hogy egy n pontu grafban hany él kell ahhoz, hogy egy bizonyos
meghatarozott graffal izomorf részgraf (az eredeti problémaban: hiromszog) biztosan legyen
benne. Pontosan a koévetkezOképp fogalmazhatunk:

Legyen G egy tetszOleges véges graf. Jelolje eq(n) azt a legnagyobb e szamot, amelyre igaz,
hogy van olyan n ponti, e élii egyszerti graf, amelyben nincs G-vel izomorf részgraf. (Tehat
minden n pontd, eg(n)+1 éli egyszer(i grafban mar van G-vel izomorf részgraf.) A késébbiekben
a kétszeres indexelés elkeriilése érdekében ec, (n)-et egyszertien ey (n)-nel fogjuk jeldlni.

Azokat az n pontt, eg(n) éli grafokat, amelyekben nincs G-vel izomorf részgraf, extremdlis
grdfoknak nevezzik.

Ilyen tipust egyszerli kérdéseket foglal 6ssze a 2.1. feladat.

Itt is egy bonyolultabb forméji skatulyaelvvel dllunk szemben. Kétszeresen is. A skatulyaelv
pusztan , mennyiségi” formajaban azt mondja ki, hogy ha elég sok objektumom van és beosztom
aranylag kevés csoportba 6ket, akkor az egyik csoportban j6 sok lesz. Mar a Ramsey-tipusi
tételeknél sem elégsziink meg azzal, hogy jé sok legyen valamibél (élb6l), hanem ezeknek az
egymashoz valé viszonyarol, struktarajardl is tudni akarunk valamit. Ezeknél tehat mar valamiv-
el mindségibb, ,strukturalt skatulyaelvrél” van sz6. Most viszont még egy élesitést bevezetiink:
nem minden él koziil valogathatunk, hanem egy bizonyos struktiuraju graf élei kozott.

Egy nagyon egyszeri ilyen tipusu allitas a K.I1.12.1. feladat allitasa: eszerint ha egy egyszerii
véges grafban minden pont foka legaldbb kettd, akkor van benne kor. De azt ennyibdl még nem
tudhatjuk, hogy pontosan milyen hosszt kort tudunk garantalni. A legkézenfekvobb kérdés — és
ez volt Turan kérdése — igy szdl: milyen feltétel mellett tudjuk garantalni, hogy legyen haromszog
a grafban?

2.1. Turan tétele

2.1. (MS) Allapitsuk meg eg(n) értékét, ha
a) G a k pontu csillag (feltessziik, hogy n(k — 1) paros);
b) G k fiiggetlen élbél all, k = 1,2;
¢) G n pontu kor.

2.2. (MS) Mutassunk példat olyan grafra, amelyben

a) minden pont foka legalabb harom, mégsincs benne harom hossza kor.

b) amelyben minden pont foka legalabb hérom, mégsincs benne sem harom, sem négy hosszi
kor.

c¢) amelyben minden pont foka legaldbb |n/2| (ahol n a graf pontszdma), mégsincs benne
harom hosszi kor.



2 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitései, 11. 2.1. Turdn tétele

Megmaradt tehat a kérdés: mit kell megkévetelniink a legkisebb fokszamrél ahhoz, hogy biztosan
legyen a grafban hiaromszog? A fenti (2.2.) feladat ¢) része mutatja, hogy ,nagyon sokat”. De
vajon elég-e ez? Az 1.3. feladat erre ad valaszt: ha azt kérdezziik, hogy mit kell feltenniink
a legkisebb fokszdmrol ahhoz, hogy biztosan legyen a grafban haromszog, akkor tobb, mint a
pontszam fele kell: legaldbb [(n + 1)/2].

Vajon nem jutunk-e jobb eredményhez, ha nem a minimdlis fokszamra tesziink kikétést, hanem
csak az dtlagfokszamra, vagy ami ugyanaz: az élszamra? Hiszen elképzelhetd, hogy igy erdsebb
tételhez jutunk. Erre is lattunk mar példat: lattuk, hogy ha minden pont foka legalabb ketto,
akkor van kor a grafban. De azt is lattuk, hogy ennél kevesebb is elég. A K.I1.7.4. feladat azt
mondja, hogy elég, hogy ha az dtlagfokszdm 2 — vagyis az élszam legaldbb annyi, mint a fokszam
—, mar akkor is van kor a grafban. (Végig egyszer(i grafokrdl van szé.)

A kovetkezé (2.3.) feladat haromszogre mond ki hasonlét.

2.3. (MS) Bizonyitsuk be Turdn P&l kovetkez6 tételét:

Tétel. Ha egy n pontii egyszerii grafban tébb, mint |n?/4] él van (azaz az atlagfokszam
nagyobb n/2-nél), akkor van benne haromszog.

A becslés pontos: van (izomorfia erejéig pontosan egy) olyan n ponttd, |n?/4] éli egyszerti
graf, amelyben nincs haromszog.

Vagyis a bevezetett jeloléssel: e3(n) = |n2/4].

2.4. Bizonyitsuk be a 2.3. feladat allitasat paratlan pontszam esetén az 1.5. feladat megoldédsa-
nak gondolatmenetével!

2.5. (MS) * a) Bizonyitsuk be, hogy ha n > 1 és egy 2n pontt egyszerti grafban t&bb, mint n?
él van, akkor van benne négy olyan pont, amelyek kozott legalabb 6t él fut. [1]

b) Bizonyitsuk be, hogy n? él esetén a) allitds mar nem mindig igaz: van olyan n pontd, n
éli egyszeri graf, amelyben barmely négy pont kozott legfeljebb négy él fut.

Tehét eq(2n) = n?, ahol G a négyponti, 6télii graf.

2

2.6. (MS) Fogalmazzuk meg, hogy mi koze van a hdromszogekre vonatkozé Turdn-tételnek
(2.3. feladat) a kovetkezd kérdéshez:

Legalabb hany éle van annak az n pontu egyszert grafnak, amelyben nincs harom fiiggetlen
pont (vagyis barmely hdrom pontja kozott van ketts, amelyik 6ssze van kotve)?

Megjegyzés. A kovetkezd (=2.7.-2.10.) feladatok ezzel a kérdéssel foglalkoznak. Erdemes azt is
meggondolni, hogy az itt kapott bizonyitasnak mi a koze a Turan-tételre a 2.3. feladatban adott
bizonyitashoz.

2.7. (M) a) Mit tudunk mondani a maximaélis fokszdmroél egy olyan hétpontu grafban, amelynek
legaldabb nyolc éle van?

b) Mit tudunk mondani a maximalis fokszamrél egy olyan kilencponti egyszerti grafban,
amelynek 14 éle van?

2.8. (M) Legalabb hany éle van egy olyan n pontu egyszerii grafnak, amelyben barmely harom
pont koziil legalabb kettd Ossze van kétve, ha n = 4,5,6,7,8 vagy 97

A feladat kérdését ugy is megfogalmazhatjuk, hogy minimélisan hény éle van egy olyan n
pontu grafnak, amelyben nincs harom fliggetlen pont?

2.9. (M) Egy n pontu egyszerii grafban nincs fiiggetlen pontharmas (vagyis barmely harom pont
koziil van kettd, amelyik 6ssze van kotve). Mit tudunk mondani a graf maximalis fokszamardl?
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2.2. Néhdny geometriai alkalmazis 2 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitései, II.

2.10. (MS) Minimélisan hany éle lehet egy olyan n pontd egyszerii grafnak, amelyben nincs
hérom fiiggetlen pont (azaz barmely hdrom pontja koziil legaldbb kett6 kozott fut él)?

Megjegyzés. Turan Pal a tételét altaldnosabban is feldllitotta. Altaldnosan az a kérdés, hogy
legfeljebb hany éle van egy olyan grafnak, amelyben nincs teljes k-as (k pontu teljes részgraf).
Vagy a komplementerre atfogalmazva: legalabb hény éle van egy olyan grafnak, amelyben nincs
k figgetlen pont? Ez utdbbi kérdésre adnak valaszt a 2.11-2.12. feladatok.

2.11. (MS) a) Egy 3k-+1 pontt egyszerti grafban nincs fiiggetlen pontnégyes. Legaldbb mekkora
a legmagasabb fokt pont fokszama?

b) Egy mk 4+ 1 pontt egyszerii grafban nincs m + 1 darab fiiggetlen pont. Legaldbb mekkora
a legmagasabb fokt pont fokszama?

2.12. (MS) Minimélisan hany éle lehet egy olyan n pontd egyszerii grafnak, amelyben nincs
négy fiiggetlen pont (azaz barmely négy pontja koziil legalabb kett& kozott fut él)?

2.13. (S) Fogalmazzuk &t a 2.12. feladat a) részének eredményét arra az esetre, ha azt kérdez-
ziik : maximalisan hany éle lehet egy 3n pontu egyszerl grafnak, ha nincs benne négypontu teljes
graf? Vagyis hatdrozzuk meg e, (n) értékét.

2.14. (M) Legyen n > 4. Egy n pontt egyszerii grafban barmely 6t pont kozott legaldbb két
él fut. Minimalisan hény éle van a grafnak?

2.2. Néhany geometriai alkalmazas

2.1. (MS) * Adott egy kor keriiletén 100 pont. Két pont ,tévolsdgdn” a kor keriiletén vett
tavolsagat, azaz a két pont altal hatdrolt két iv koziil a kisebbik hosszat értjik. (Atmér()’ esetén
a tavolsag a félkoriv.) Bizonyitsuk be, hogy a 100 pont kozott fellépd tavolsagok koziil legfeljebb
2500 lehet a kor keriiletének harmadénal nagyobb.

2.2. (M) a) Adott a sikon 6t pont, barmely ketté tavolsaga legfeljebb egységnyi. Bizonyitsuk
be, hogy a koztiik fellépd tiz tavolsig koziil legalabb kettd kisebb, mint 1/+/2.

b) Adott a sikon hat pont, barmely kett6 tavolsdga legfeljebb egységnyi. Bizonyitsuk be, hogy
a koztiik fellépd 15 tavolsag koziil legalabb harom kisebb, mint 1/+/2.

c¢) Adott a sikon hét pont, barmely kettd tévolsaga legfeljebb egységnyi. Bizonyitsuk be, hogy
a koztiik fellépd 21 tavolsag koziil legalabb 6t kisebb, mint 1/+/2.

d) Adott a sikon kilenc pont, barmely kettd tdvolsdga legfeljebb egységnyi. Bizonyitsuk be,
hogy a kéztiik felléps 36 tavolsag koziil legaldbb kilenc kisebb, mint 1/v/2.

2.3. (M) Adott a sikon 3n pont (n > 1) dgy, hogy barmely két pont tavolsdga legfeljebb
egységnyi. Bizonyitsuk be, hogy a 3n pont kézott fellépd 3n(3n — 1)/2 tavolsdg koziil legfeljebb
3n? van, amely nagyobb, mint 1/v/2. [1]

2.3. ,,Turan-tipusa” tételek korokre

A héaromszogekre vonatkozé Turdn-tételnek létezik azonban mésféle altalanositdsa is. A hdrom
pontu teljes graf egyben harom hossza kor is. Vajon milyen feltétel mellett van példaul négy
hosszt kor a grafban? A K.I1.12.6. feladat szerint ha minden pont foka legaldbb harom, akkor
mar van benne legaldbb négy hossza kor. De mi pontosan négy hosszi kort keresiink, és ez
méar sokkal fogasabb kérdés. A 2.2-2.4. feladatok ezt a kérdést jarjak koriil. Elébb azonban
egy valamivel egyszeriibben eldontheté esettel foglalkozunk: es(n) meghatarozdsaval. Erdekes
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2 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitései, II. 2.3. ,Turdn-tipusi” tételek korokre

moédon ugyanis kénnyebb megmondani, hany él kell ahhoz, hogy legyen 6tpontt kor a grafban,
mint azt, hogy hény él kell ahhoz, hogy legyen benne négyponti kor. Az egyszeriiség kedvéért a
paros pontszam esetére szoritkozunk.

2.1. (MS) * Bizonyitsuk be, hogy ha k > 2 és egy n = 2k egyszer( grafban legaldbb k? + 1 él
van, akkor van benne Cs. Mutassunk példat olyan 2k pontt, k? élii grafra, amelyben nincs Cs.
Képlettel kifejezve a feladat azt mondja, hogy e5(2k) = e3(2k) = k2.

2.2. (M) Nyilvanvalé, hogy ha egy négyponti egyszerii grafban legaldbb 6t él van, akkor van
benne négy hosszi kor. Es — izomorfiatél eltekintve — egyetlen olyan négyponti, négyélii graf
van, amelyben nincs négy hosszi kor: ez egy (hdroméga) csillag, amelynek két végpontja még
Ossze van kotve.

Bizonyitsuk be, hogy
a) ha egy o6tpontu egyszerti grafban legaldbb hét él van,
b) ha egy hatpontu egyszerii grafban legalabb nyolc él van,
c) ha egy hétpontu egyszerli grafban legalabb kilenc él van,
akkor van benne Cy (azaz négy hosszi kor), de kevesebb él esetén ez nem mindig igaz.
Vagyis bizonyitandé, hogy

(4) =4,
eq(5) = 6,
6)="7
eq(7) =9
Az Altaldnos tételt 1d. a 2.4. és a 2.12 feladatban.

2.3. (MS) a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy n ponti egyszerti grafban nincs Cy, és egy x pontjanak
a foka d, akkor az x-szel Osszekotott pontokbdl indulé élek szama legfeljebb n — 1+ |d/2].

Bizonyitsuk be, hogy

b) e4(8) = 11, azaz ha egy nyolcponti egyszerii grafban legaldbb 12 él van, akkor van benne
C4, de ugyanez nem minden 11 élii (nyolcpontu egyszerti) grafra igaz.

c¢) Bizonyitsuk be, hogy e4(9) = 13, azaz ha egy kilencpontt egyszerti grafban legalabb 14 él
van, akkor van benne Cy, de ugyanez nem minden 13 éli grafra igaz.

2.4. (MS) a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy n ponti grafban nincs Cy és van egy d-edfoki pontja,
akkor élszama legfeljebb n — 1+ |d/2] + es(n — 1 —d).

b) Bizonyitsuk be, hogy es(n) < n — 1+ |d] + eq(n — 1 — 2d) valamely d > 2e4(n)/n egész
szamra.

c¢) Prébaljuk c) alapjan felsé becslést adni ey (n)-re.

2.5. (M) a) Bizonyitsuk be, hogy egy grafban pontosan akkor nincs négyponti kor (Cy), ha
semelyik két pontnak nincs két kozos szomszédja.

b) Mutassuk meg, hogy ha van egy 15 ponti 4-reguldris graf, amely nem tartalmaz Cjy-et,
akkor igaz a kovetkezd: ha H egy 15-elem halmaz, akkor a H halmaznak megadhaté 15 olyan
négyelemii részhalmaza, amelyek koziil barmely kettonek legfeljebb egy kozos eleme van.

2.6. (M) a) Mutassuk meg, hogy minden 12 ponti, 4-reguldris egyszerii graf tartalmaz Cy-et.

b) Tudjuk, hogy van egy n pont1, k regularis egyszerii graf, amelyben nincs Cy és legyen H egy
n elemil halmaz. Bizonyitsuk be, hogy megadhat6é a H halmaznak n darab k elemii részhalmaza
gy, hogy barmely kettonek legfeljebb egy kozos eleme van.
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2.8. ,,Turan-tipusi” tételek kérokre 2 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitései, I1.

2.7. (M) Mutassuk meg, hogy a 2.6. feladatban hasznalt gondolatmenet ,egyirdnyd”, az ottani
b) allitds megforditdsa nem igaz: abbdl, hogy egy n elem{i halmaznak megadhaté n darab k
elemi részhalmaza gy, hogy kozilikk barmely kettonek legfeljebb egy kozos eleme van, még
nem koévetkezik, hogy van olyan n ponti k-regularis graf, amelyben nincs Cy.

2.8. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy hiszponti egyszerti graf nem tartalmaz Cy-et, akkor
van egy legfeljebb negyedfokd pontja. Vagy masképp: ha egy hiszpontt egyszerli graf minden
pontja legalabb 6todfokad, akkor tartalmaz Cy-et.

2.9. (M) a) Legyen G egy n? pontd, n + l-reguldris graf. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz
Cy-et.
b) Igaz-e az &llitas akkor is, ha csak azt tudjuk, hogy minden pont legaldbb n + 1-ed foku?

2.10. (M) a) Most azt akarjuk bebizonyitani, hogy egy hiszponti graf mér akkor is tartal-
maz Cy-et, ha az dtlagfokszam legalabb &t. Keressiik meg, hogy melyik ponton akad el a 2.8.
bizonyitasa.

b) A K.I1.10.3. feladat felhasznéldséval valaszoljunk a kovetkezd kérdésre: Adott egy egyszerii
(véges) graf. Osszeadjuk minden csticsra a szomszédjaibél képezhetd pontparok szamat. Hogyan
becsiilhetd alulrdl ez az Osszeg az élszammal (és a pontszammal)?

Hogyan becsiilhetd ez az 6sszeg feliilrél a pontszam segitségével, ha a grafban nincs négyponta
kor?

c¢) Bizonyitsuk be, hogy ha egy huszpontu egyszer(i grafnak legalabb 50 éle van - azaz az
atlagfokszama legalabb 6t —, akkor van benne négyponti kor.

2.11. (M) Bizonyitsuk be az el6z6, 2.10. feladatot a 2.9. feladat mésodik megolddsiaban hasznalt
,cseresznyékkel”.

2.12. (M) * a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy n ponti egyszerii grafban nincs Cy (négyponti
kor), akkor legfeljebb n(y/n + 1)/2 éle van. Azaz es(n) < n(y/n+1)/2.

**% ) Mutassuk meg, hogy az a) feladat allitdsa nagysagrendileg pontos a kovetkez6 értelem-
ben. Végtelen sok n-re van olyan n? — 1 ponti, legalabb n?(n —1)/2 élii egyszerti graf, amelyben
nincs négyponti kor. Vagyis végtelen sok n-re igaz, hogy es(n) > n(y/n/2 —1)/2.

2.13. (M) Dontsiik el a 2.12. feladat d) részének megolddsa segitségével, hogy van-e olyan
m szém amelyre igaz a kovetkez6: ha egy grafban minden pont foka legalabb m, akkor a graf
tartalmaz négypontu kort.
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2 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitései, II. 2.3. ,Turdn-tipusi” tételek korokre
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3. FEJEZET
A skatulyaelv grafelméleti élesitése, 1.

RAMSEY-TIPUSU TETELEK

Ez a tétel-tipus olyan szerkezet? kérdésekre keresi a valaszt, hogy ha egy n pontu teljes graf
éleit beosztjuk néhany osztalyba (kiszinezziik példaul két szinnel, minden él egy szint kap), akkor
van-e egyszinl valamilyen meghatarozott grafbol, példaul k ponti teljes grafbdl, vagy k ponti
korb?1. Ez mar egy finomitott, "strukturaltabb" skatulyaelv: nemcsak sok egyszinti élt keresiink,
hanem valamilyen — ha mégoly egyszer? — struktiurat is megkoveteliink az egyszin? élekt 71.

A fejezet "el 7zménye" a K.I1.3.5. feladat, valamint a K.I.18.26. feladat.

3.1. Ramsey-tipusu tételek

3.1. (MS) Bizonyitsuk be, hogy egy hattagi tdrsasdgnak mindig van vagy harom olyan tagja,
akik egymaéssal ismeretségben vannak, vagy harom olyan tagja, akik kozott nincs két ismeretség-
ben levs. (Kiirschak-verseny, 1947, [6])

Az ismeretséget kolesonosnek feltételezziik.

3.2. (MS) Egy ottagu tarsasdgban nincs harom ember, akik ismernék egymadst, és nincs hdrom
ember, akik koziil egyik sem ismerné a masikat. Bizonyitsuk be, hogy leiiltetheték egy kerek
asztal koré gy, hogy mindegyikiik ismerje a két szomszédjat, de ne ismerje a mésik két embert.

3.3. (S) Bizonyitsuk be, hogy ha egy hatpontu teljes graf éleit két szinnel szinezziik, akkor van
harom pont, amelyek kozott futd élek egyszintiek.

Jelblés. A fenti allitast gy jeloljik: 6 — (3,3). Altalaban m — (n, k) jeloli azt, hogy igaz a
kovetkezo allitas:

Akérhogyan is szinezziik két szinnel az m pontu teljes graf éleit (egy él egy szint kap), vagy
van n pontu teljes graf az elsé szinbdl, vagy van k pontu teljes graf a masodik szinbdl.

3.4. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy hatpontu teljes graf éleit két szinnel szinezziik, akkor
van legaldbb két egyszinti haromszdg. Van-e mindig hdrom egyszinti haromszog is?

3.5. (MS) a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy tizpontu teljes grafban nincs haromszog, akkor a
komplementerében van négypontu teljes graf. Vagyis 10 — (3,4).

b) Igaz-e ez kilencponti grafra is?

¢) Mi a helyzet nyolcpontu graf esetén? (Arany Déniel-verseny 1994)

3.6. (M) Mutassuk meg, hogy ha egy 4-reguldris grafban barmely pont szomszédai kozott két
fiiggetlen él a komplementerben fut, akkor a grafban nincs négyponti teljes részgraf.
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3 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitése, 1. 3.2. Ramsey-tétel tobb szinre

3.7. (M) Mutassunk olyan nyolcponti grafot, amelyben nincs haromszog, és a komplementerében
nincs négyponti teljes graf. Vagyis mutassuk meg, hogy
8 — (4,3) (és 8 — (3,4)) nem igaz.

Jelolés. Bevezetjiik a kovetkezd jelolést: r(n, k) jeloli azt a legkisebb pozitiv r szdmot, amelyre
igaz, hogy r — (n, k). Eddig belattuk, hogy
r(3,3) =6 és r(4,3) =9.

3.8. (M) Tudjuk, hogy 9 — (4,3) és 9 — (3,4). Kovetkezik-e ebbdl, hogy

a) 9 — (4,4)7

b) ha egy 9-pontu teljes graf éleit ugy szinezziik két szinnel, hogy nincs egyszinii K4, mind a
két szinbdl van egyszinii haromszog?

3.9. (S) Bizonyitsuk be, hogy r(n,2) = n.

3.10. (MS) Bizonyitsuk be, hogy r(n,3) < ("$'), han > 2.
3.11. (MS) Bizonyitsuk be, hogy
a) r(n,k) <r(n,k—1)+r(n—1k);
b) r(n,k) < ("Zﬁ;z), ha n,k > 2. (Erdés Pél és Szekeres Gyorgy tétele.)

3.2. Ramsey-tétel tobb szinre

3.1. (MS) a) Egy 17 tagu térsasdgb6l mindenki levelezik mindenkivel. A levelezés két ember
kozott mindig ugyanazon a nyelven folyik, vagy francidul vagy németiil vagy angolul. Bizonyitsuk
be, hogy van hdrom ember, akik ugyanazon a nyelven leveleznek egymédssal. (OKTV?)

Jelblés. Az allitds egyenértékii azzal, hogy ha egy 17 pontu teljes graf éleit harom szinnel
szinezziik (minden él egy szint kap), akkor van egyszini haromszog. Ezt igy jeloljik: 17 —
(3,3,3).

3.2. (MS) Legyen n > 17. Bizonyitsuk be, hogy ha egy m pontt teljes graf éleit hirom szinnel
szinezzlik, akkor a harmasoknak legalabb a 680-ad része egyszinii lesz.

3.3. (MS) Egy m csucsu teljes graf éleit akarjuk harom szinnel szinezni gy, hogy mind a hdrom
szin valéban el6 is forduljon, de ne legyen ,tarka” haromszog, azaz olyan haromszog, amelynek
mind a hirom éle kiilénb6z6.

Lehetséges-e ez?

3.4. (M) * Ujra felkeressiik a K.I1.19.2. feladat 3n + 1 tagt tarsasdgot, amelynek barmely két
tagja vagy teniszezni, vagy sakkozni, vagy pingpongozni szokott egyméssal. Mindegyikiiknek n
tenisz-, n sakk- és n pingpongpartnere van. A feladat megoldasaban lattuk, hogy a tarsasag
tagjaibdl legaldbb (3n + 1)n olyan harmas allithaté 6ssze, amelyek egymés k6zott mind a harom
jatékot jatsszék. Azt is lattuk, hogy ez nagy m-ekre elenyészéen csekély, 2/(3n — 1)-ed része
az Osszes harmasnak. Vajon javithaté-e az ottani eredményilink? Van-e olyan pozitiv ¢ szam,
amelyre igaz, hogy a tarsasag tagjaibdl kivalaszthaté legalabb 0(3":;r 1)-féleképp harom tgy, hogy
azok egymads kozott mind a hirom jatékot jatsszék (vagyis a harmasoknak legaldbb a c-ed része
ytarka” harmas ebben az értelemben)?

3.5. (MS) Hogyan altalanosithat6 a 3.1. feladat &llitdsa, ha n szinnel szinezziik a teljes gréafot
és egyszinli haromszoget keresiink ?
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3.8. Ramsey-tipust tételek kiorokre 3 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitése, 1.

3.6. (M) * Bizonyitsuk be a Ramsey-tétel kovetkezd, véges (egyszeril) grafokra vonatkozo
legéltaldnosabb alakjat:

Altaldnos Ramsey-tétel grafokra. Akarhogyan adunk meg egy pozitiv egész k szdmot, tovab-
bé akarhogyan adjuk meg az ni,ng,...,ng > 2 egész szamokat, van olyan m szam, amelyre (és
minden néla nagyobbra) igaz, hogy

m — (ny,na, ..., Ng).

Szavakkal: van olyan m szam, hogy ha egy m pontu teljes grafot kiszineziink & szinnel (egy él
egy szint kap), akkor valamelyik i-re van n; pontu teljes részgraf, amelynek minden éle i szinf.

Jel6lés. A legkisebb olyan m szamot, amelyre ez az éllitas teljesiil, r(n1, na. ..., ng)-val jeloljik.

Megjegyzés. Az allitas altalanosithaté igynevezett hipergrafokra is, ekkor azt mondja ki, hogy
ha egy m pontd halmaz minden [ pontt részhalmazat kiszinezziik k szin valamelyikével, akkor
valamelyik ¢-re van olyan n; elemii részhalmaz, amelynek minden [/ elemii részhalmaza 7 szint.
Ez a Ramsey-tétel l-hipergrifokra.

3.3. Ramsey-tipusu tételek korokre

3.1. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy hat ponti grafban, vagy a komplementerében van négy
hosszu kor.

Jelblés. Ezt igy jeloljikk: 6 — (Cy, Cy). Altaldban m — (Cj, C,,) jeloli azt, hogy egy m ponti
teljes graf éleit akarhogyan szinezziik két szinnel, vagy van az els6 szini k-ponta kor, vagy van
a masodik szini n ponta kor.

3.2. (MS) a) Bizonyitsuk be, hogy 5 — (C4, Cy) nem igaz.

b) Mutassuk meg, hogy 3n — 2 — (Cay,, Ca,) nem igaz, tehat van olyan 3n — 2 pontd graf,
amelyben nincs C,, és ez a komplementerére is igaz.

¢) Mutassuk meg, hogy 2n — 2 — (C,,, C},) nem igaz, ha n péaratlan. Vagyis paratlan n-re van
olyan 2n — 2 pontt graf, amelyben nincs C), és a komplementerében sincs C,,.

Megjegyzés. Igaz viszont, hogy 3n — 1 — (Cay,, Cay,), ha n > 3; valamint paratlan n-re 2n —
—1 — (Cp,Cy), han > 5. Ennek bizonyitésa azonban sokkal bonyolultabb. Az aldbbiakban (3.3.-
3.11. feladat) néhany olyan feladatot mutatunk, amelyek legaldbb a bizonyitas gondolatvildgédba
bevezetnek.

3.3. (M) a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy hatponti grafban van C5, akkor vagy a grafban, vagy
a komplementerében van Cjy is.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban van Cg, akkor vagy a gréfban, vagy a komple-
menterében van Cjy is.

c¢) Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban valamely négynél nagyobb n-re van C,, és a graf nem
egy atlé nélkiili C5, akkor vagy a grafban, vagy a komplementerében van Cy.

3.4. (MS) a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy griafban van C7, akkor vagy a grafban, vagy a
komplementerében van Cg is.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban van Cg, akkor vagy a gréfban, vagy a komple-
menterében van Cg is.
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3 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitése, 1. 3.8. Ramsey-tipusi tételek kordkre

3.5. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban

a) van Cy, akkor vagy a grafban, vagy a komplementerében van Cyg is;

b) van Cy, akkor vagy a grafban, vagy a komplementerében van Cy is;

c) valamely 6tnél nagyobb n-re van C,,, akkor vagy a grafban, vagy a komplementerében van
Cs;

d) van Cp, akkor vagy a grafban, vagy a komplementerében van Cs.

3.6. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban van Cy,, 42, akkor vagy van benne Cy, 1 is, vagy
a grafban, vagy a komplementerében van Co,.

3.7. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban

a) van C11, akkor vagy a grafban, vagy a komplementerében van Ciy is;

b) van Ci3, akkor vagy a grafban, vagy a komplementerében van Cts is;

c) van (5, akkor vagy a grafban, vagy a komplementerében van Cy is;

d) * van Co,41, ahol n legalabb 3, akkor vagy a grafban, vagy a komplementerében van Cs,
is.

3.8. (MS) Mutassunk példat arra, hogy egy grafban van Cy, de sem a grafban, sem a kom-
plementerében nincs Cop_1.

Megjegyzés. Ha e feladat allitdsat sszevetjiik a 3.7. feladat d) részével, akkor jol lathatjuk,
mennyivel ,,nehezebb” egy paratlan kort talalni, mint parosat. Hogy paros kort mennyivel , kon-
nyebb”, ezt mutatja a 3.9. és a 3.9. feladat, tovabba Osszefoglaléan a 3.11. feladat.

3.9. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha n legalabb kett& és egy graf tartalmaz Cyy,40-t, akkor vagy
a graf, vagy a komplementere tartalmaz Cs,-et is.

3.10. (M) Legyen m > 2n péaros, n legalabb ketts. Bizonyitandé, hogy ha egy graf tartalmaz
Cin-et, akkor vagy a graf, vagy a komplementere tartalmaz Co,-et is.

3.11. (M) Legyen m > 2n > 4. Bizonyitsuk be, hogy ha a graf tartalmaz C,-et és nem egyetlen
atlé nélkil 6tszog, akkor vagy a graf, vagy a komplementere tartalmaz Co,-et.

3.12. (M) Bizonyitsuk be Schur tételének kovetkezd két specidlis esetét:

a) Ha az elsé 6t pozitiv egész szdmot két csoportba osztjuk, akkor az egyik csoportban van
megoldésa az x+y = z egyenletnek. Azaz van harom szam valamelyik csoportban, amelyek koziil
az egyik a mésik kett6 Osszege. (Az x = y esetet is megengedjiik.) Vagy masképp fogalmazva:
valamelyik csoportban van két szam, amelyek kiilonbsége is ugyanabban a csoportban van.

b) Egy versenyen 3 orszag Osszesen 16 versenyzdje indult. Bizonyitandd, hogy van egy olyan
versenyz0, akinek helyezése megegyezik két mésik honfitarsa helyezési szamanak az Gsszegével,
vagy kétszer akkora, mint egy honfitarsa helyezési szama.

c)* Egy nemzetkozi tarsasdgnak 1978 tagja van 6 kiillonb6z6 orszdgbhdl. A tagokat 1-t6l 1978-ig
szamoztak meg. Mutassuk meg, hogy van legalabb egy olyan tag, akinek a sorszama megegyezik
két honfitarsa sorszamanak az Osszegével, vagy kétszer akkora, mint egy honfitarsa sorszama.
(IMO 1978/6.)

d)* Igazoljuk Schur tételét az &ltalanos formdajéban:

Schur-tétel. Ha n elég nagy és az els6 n pozitiv szdmot k csoportba osztjuk, akkor valamelyik
csoportban van megoldasa az x + y = z egyenletnek, vagyis valamelyik csoportban van harom
szam, amelyek koziil az egyik a mésik kettd Osszege.
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3.4. ,Geometriai Ramsey” 3 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitése, 1.

3.4. ,,Geometriai Ramsey”

3.1. (M) * Bizonyitsuk be, hogy minden k pozitiv egész szdmhoz van olyan Ny szdm, amelyre
igaz a kovetkezd:

Akarhogyan is adunk meg t6bb, mint N darab altalanos helyzet pontot a sikon, azok kozott
van k csics konvex sokszog.

3.2. (MS) Adott egy d pozitiv szam. Ezenkiviil egy sik pontjait kiszineztiik két szinnel. Bi-
zonyitandé, hogy van két pont, A és B, amelyek azonos szinliek és AB hossza pont d.

3.3. Igaz-e a 3.2. feladat allitasa akkor is, ha a sik pontjait harom szinnel szineztiik ?

3.4. (S) Bizonyitsuk be, hogy a sik pontjai kiszinezheték két szinnel tigy, hogy ne legyen olyan
d oldali szabalyos hidromszog, amelynek mindharom csticsa azonos szinfi.

3.5. (M) Adott egy d pozitiv szam, tovabba kiszineztiik a sik pontjait két szinnel. Bizonyitsuk
be, hogy vagy van egy d oldali szabdlyos haromszog, vagy van egy 2d oldali szabalyos haromszog,
vagy van egy v/3d oldalt szabalyos haromszog, amelynek mindharom csticsa azonos szinfi.

3.6. * A sik pontjait két szinnel szineztiik. Bizonyitsuk be, hogy pontosan akkor van olyan a,
b, ¢ oldali haromszog, amelynek minden csicsa azonos szinli, ha vagy van a oldali szabélyos
haromszog, vagy van b oldalt szabalyos haromszog, vagy van c oldali szabalyos haromszog,
amelynek minden csticsa azonos szinf.
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3 fejezet. A skatulyaelv grafelméleti élesitése, 1. 3.4. ,Geometriai Ramsey”
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4. FEJEZET
Szimmetria és aszimmetria, I.

A fejezet még fejlesztés alatt all. Az els6 alfejezetben targyalt izomorfia fogalmanak bevezetését
lasd a K.I1.2.2. feladat utén az elsé fejezetben.

Lasd még az 1.9., ALG.I1.3.9., ALG.11.3.10. ALG.I1.3.11. ALG.I1.3.12., ALG.I1.3.13., ALG.II.3.10.
feladatokat.

A fejezetben szerepelni fognak az tigynevezett Kneser-grafok, ezek definicidjat 1lasd az K.I11.5.8.
feladatnal.

4.1. Grafok izomorfidja
4.1. (M) Izomorf-e egymassal a ??. dbran lathat6 két graf?
4.2. (M) Izomorf-e egymassal a 4.2. dbran lathaté két graf?

4.3. (M) Egy hétpontu kérbe behtiztuk a ,révidebb” atlékat, egy masik hétpontii kérben pedig
behiztuk a ,hosszabb” atlékat. Izomorf-e az igy kapott két hétpontu graf? L. a 77. dbrat!

S

Izomorf-e egymassal a 7?7 abran lathatd két graf?

4.5. (S

Van-e két, egymassal nem izomorf 6tpontt 2-reguléris graf?

S

- (S)
- (S)
4.6. (S) Van-e két, egymédssal nem izomorf 2-reguldris hatponti graf?
. (S) Izomorf-e egymassal barmely két hatponti, 2-regularis osszefiiggd graf?
N

4.8. (S) a) Van-e két, egymdassal nem izomorf 3-regularis hétponti graf?
b) Hany egymaéssal nem izomorf hétponti 4-regularis graf van?

4.9. (M) Melyik 4llitasok igazak az aldbbiak koziil: Ha két graf izomorf, akkor
a) azonos a kromatikus szamuk;
b) ugyanakkora az atméréjik;
¢) mindkettében ugyanannyi a fiiggetlen pontok maximalis szama.

)
4.10. (S) Izomorf-e egymadssal a kovetkez6 harom graf:

a) a kocka grafja,

b) az a nyolcpontt paros graf, amelyet agy kapunk a K4 4 teljes paros grafbél, hogy elhagyunk
egy teljes parositdst (?7. abra),

¢) az a nyolcpontu graf, amely egy nyolc hosszi korbél all, ennek pontjai sorban a P; pontok,
i=12,...,8, a graf éle még a kovetkezd négy atlé: Py Py, PoPy, PsP;, PsPs (4.10. dbra).

4.11. (S) Igaz-e, hogy izomorf grafok komplementerei is izomorfak ?

4.12. (MS) Hény kiilonb6z6, egymassal nem izomorf n pontd egyszerii graf van, ha
a) n =3,
b) n =47
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4 fejezet. Szimmetria és aszimmetria, I. 4.2. Komplementeriikkel izomorf grafok

4.13. (S) Szdmoljuk meg, hany egymadssal nem izomorf 2-reguldris n ponti egyszer(i graf van
az n = 4,5,6,7,8,9 esetben!

4.14. (S) Igaz-e, hogy ha két Osszefiiggd, hatponti gréfban a fokszdmok rendre 1,1,1,1,3,3,
akkor a két graf izomorf?

4.15. (M) [4], 14. old. Igaz-e, hogy ha két Osszefliggd, hétpontu grafban a fokszamok rendre
1,1,1,1,2,3,3, akkor a két graf izomorf?

4.16. (M) Hany egymédssal nem izomorf hétpontu fa van, amelyben van negyedfokd pont?
4.17. (M) Hany olyan nem-izomorf tizpontu fa van, amelyben van két, legaldbb 6t6dfokt pont ?

4.18. (MS) Haény olyan nem-izomorf 2k pontu fa van, amelyben van két, legaldbb k-adfokd
pont?

4.19. (M) H&ny olyan nem-izomorf tizpontu 6sszefiiggé graf van, amelyben van két-két negyed-
és masodfokd pont van, a tobbi pont pedig els6fokd ?

4.20. (M) Bizonyitsuk be, hogy a K.II.8.4. feladat megolddsdban kapott graf a ??. dbrén
lathato Petersen-graf

4.21. (S) Melyik ismert graf a KG(4,2) Kneser-graf komplementere?
4.22. (M) Melyik ismert graf a KG(5,2) Kneser-graf?

4.23. (M) Adott két n ponti egyszerii graf. Az egyik graf mindegyik n — 1 pontu feszitett
részgrafjdhoz van a masiknak ezzel izomorf n — 1 pontu feszitett részgrafja. Kovetkezik-e ebbdl,
hogy a két graf is izomorf?

4.24. (M) Két négyponti graf minden harompontu feszitett részgrafja két élt tartalmaz.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy a két négyponta graf izomorf?

4.25. (MS) Egy G grafrol tudjuk, hogy barmely pontjat elhagyva egymadssal izomorf részgra-
fokat kapunk. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a graf regularis?

4.26. (M) G és G’ azonos pontszamu d-reguléris grafok. Tudjuk, hogy G-nek van olyan = pontja
és G'-nek van olyan 7’ pontja, amelyre G — x és G — 7’ izomorfak. Kovetkezik-e ebbdl, hogy G
és G’ is izomorf?

4.2. Komplementeriikkel izomorf grafok

4.1. (M) [4], 14. old. Mely G péros grafok izomorfak a komplementeriikkel ?
4.2. (M) [4], 14. old. Mely fék izomorfak a komplementeriikkel ?

4.3. (MS) Azt vizsgaljuk, hogy milyen n-ekre van olyan n pontt egyszer(i graf, amely izomorf
sajat komplementerével.

a) Dontsiik el a kérdést az n = 1,2,3,4,5,6,7 esetekben!

b) Dontsiik el a kérdést n = 8,9 esetben!

4.4. (M) Déntsiik el dltaldban, hogy n milyen értékeire van olgyan n pontu egyszer(i graf,
amely izomorf a komplementerével !

4.5. (MS) [4], 14. old. Legyen n pératlan egész szam és legyen G egy n pontu graf, amely izomorf
a komplementerével. Bizonyitandd, hogy van olyan pontja, amelynek (n — 1)/2 a fokszdma.
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5. FEJEZET
Szimmetria és aszimmetria, II.

A fejezet még fejlesztés alatt Aall.

A fejezetben a kovetkezd definiciékat hasznaljuk:
nevezziik, amely éllel 6sszekotott pontoknak éllel 6sszekotott pontokat feleltet meg és éllel Gssze
nem kotott pontoknak éllel dssze nem kotott pontokat feleltet meg. (,A grafnak énmagara vald
izomorf leképezése.”)

Megjegyzés. Minden grafnak van egy trividlis automorfizmusa: az, amely minden pontjat
onmagaba viszi.

Megjegyzés. A definicié természetesen terjeszthetd ki nem egyszerii grafokra is, de erre nem
lesz sziikségiink.

Definicié. Egy egyszerti grafot pontosan akkor neveziink csicstranzitivnak, ha barmely a és
b pontjahoz taldlhaté olyan automorfizmus, amely az a pontot a b pontba viszi.

Definicié. Egy egyszerti grafot pontosan akkor neveziink éltranzitivnak, ha barmely (a,b) és
(c,d) éléhez van olyan automorfizmus, amely a-t c-be és b-d d-be viszi.

Megjegyzés. Tehat az éltranzitivitds nem csak azt kdveteli meg, hogy barmely két él egymas-
ba vihet6é legyen, hanem azt is ki kell tudnunk jel6lni, hogy melyik legyen az él ,kezdépon-
tja” és melyik a ,végpontja”. Hogy a gyengébb kdévetelmény elég-e az éltranzitivitashoz, arra
vonatkozdan lasd az 5.37. feladatot.

5.1. Grafok automorfizmusai
5.1. Igaz-e, hogy minden cstucstranzitiv graf regularis?

5.2. (M) Hany automorfizmusa van
a) a haromszognek (harom pontu teljes grafnak);
b) a négy-, 6t-, hatpontt teljes grafnak;
c) az n pontu teljes grafnak?

5.3. (M) Tekintsiik a kocka két tetszoleges teljes parositdsat. Igaz-e, hogy van a grafnak olyan
automorfizmusa, ami egyiket a mésikba viszi?

5.4. (M) Tekintsiik a Petersen-graf két tetszoleges teljes parositasat. Igaz-e, hogy van a grafnak
olyan automorfizmusa, ami egyiket a masikba viszi?

5.5. (M) Hany automorfizmusa van
a) a négy, az 6t és a hat hosszt kornek;
b) a k hosszi kornek ?
Hatarozzuk meg e grafok orbitjait!
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5 fejezet. Szimmetria és aszimmetria, I1. 5.1. Grdfok automorfizmusai

5.6. (M) Hany automorfizmusa van
a) annak az 6tpontu grafnak, amely egy 6t pontu korbél és egy atlgjabol all;
b) a K.I1.8.3. feladatban definidlt grafnak?
Hatérozzuk meg e grafok orbitjait!

5.7. (M) Tekintsiik a 4.1. feladat c¢) pontjaban definidlt grafot.
a) Hany orbitja van ennek a grafnak?
b) Hany automorfizmusa van ennek a grafnak?

5.8. (M) Legyen P és Q egy graf két pontja.

a) Bizonyitsuk be, hogy pontosan annyi automorfizmus viszi a P pontot @-ba, mint a @
pontot P-be.

b) Bizonyitsuk be az 5.7. feladat megolddsdban hasznalt &llitést:

Ha a P pontot a helyén hagy6 automorfizmusok szama k, akkor ugyanennyi automorfizmus
viszi at a grafot a P-vel egy orbitban levé ) pontba.

5.9. (M) Hény automorfizmusa van a szabdalyos testek grafjanak? Hany orbitja van e grafok-
nak?

5.10. (MS) Hény automorfizmusa van a K G(4,2) Kneser-grafnak?

5.11. (MS) Hény automorfizmusa van

a) a hadrom-haz-harom-kit grafnak;

b) annak a teljes paros grafnak, amelynek egyik csoportjaban harom, masik csoportjaban 6t
pont van?

Hatérozzuk meg a grafok orbitjait.

5.12. (MS) Hatarozzuk meg minden n, k szimpéarra, hogy hany automorfizmusa van annak a
péaros grafnak, amelynek egyik csoportjaban k, masik csoportjaban n pont van? (A K, j teljes
paros grafnak.)

Hény orbitja van ezeknek a grafoknak?

5.13. (M) Hany automorfizmusa van annak a 2n ponti grafnak, amely n darab fiiggetlen é1bél
all?

5.14. (M) Hany automorfizmusa van a kovetkezé 9 ponti, 13 élii grafnak (ez a 2.3. feladat c)
részének megoldasaban szerepld graf):

A graf pontjai legyenek az x,y, z, uq, us, uz, V1, U2, v3 pontok. A graf egyrészt két Gsszeragasz-
tott 6tszoghol all, ezek zyujuousx és xyvivevsx. Ezen kiviil még négy él van, mind a z pontbdl
indul és azt az us, ug, ve, v, pontokkal koti dssze.

5.15. (MS) * Hany automorfizmusa van a Petersen-grafnak?
5.16. (S) Igaz-e, hogy minden reguldris graf csicstranzitiv?
5.17. (S) Igaz-e, hogy csucstranzitiv graf komplementere is cstcstranzitiv?

5.18. (S) Eltranzitiv-e az a hatponti graf, amelyet a szabalyos hatszog grafjabél tigy kapunk,
hogy 06sszekotjilk a masodszomszéd pontokat is?

5.19. (M) Cstcstranzitiv-e a Petersen-graf?

5.20. (M) * Dontsiik el, hogy milyen n és k értékekre csicstranzitiv a K G(n, k) Kneser-graf.
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5.1. Grdfok automorfizmusai 5 fejezet. Szimmetria és aszimmetria, I1.

5.21. (M) * Egy G grafrél tudjuk, hogy barmely x pontjat elhagyva a kapott G — z gréfok

mind izomorfak. Kovetkezik-e ebbdl, hogy G csicstranzitiv?

5.22. (M) Eltranzitiv-e a Petersen-graf?

5.23. (S) Eltranzitiv-e az oktaéder grafjanak komplementere?
(

5.24. (S) Az 5.23. és az 5.22. feladatban a KG(4,2) és a KG(5,2) Kneser-grafok éltranzitiv-
itdsardl volt sz6. Milyen n és k értékekre igaz, hogy KG(n,k) éltranzitiv?

5.25. (S) Eltranzitiv-e a ,,3-haz-3-kit” graf komplementere?

5.26. (S) Igaz-e, hogy minden éltranzitiv graf komplementere is éltranzitiv?

5.27. (S) Igaz-e, hogy minden Osszefiiggd éltranzitiv graf komplementere is éltranzitiv?
5.28. (S) Eltranzitiv-e a kocka grafjanak komplementere?

5.29. (M) Eltranzitiv-e a Petersen-graf komplementere ?

5.30. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy éltranzitiv (egyszerii) graf komplementere &sszefiiggd,
akkor atmérdje legfeljebb 2.

5.31. (S) * A 4.22. feladatban lattuk, hogy a Petersen-graf azonos a K G(5,2) graffal és az 5.29.
feladatban lattuk, hogy ennek a grafnak a komplementere éltranzitiv. Az 5.18. feladatban sz-
ereplé graf — amely a KG(4,2) graf komplementere (lasd a 4.21. feladatot) — szintén éltranzitiv.
Igaz-e, hogy a KG(n,2) graf komplementere minden n-re éltranzitiv?

5.32. (M) * Igaz-e, hogy minden Kneser-graf komplementere éltranzitiv?
5.33. (S) Igaz-e, hogy minden éltranzitiv graf komplementere csicstranzitiv?

5.34. (MS) * Az ikozaéder automorfizmuscsoportja és az 6tpontu teljes graf automorfizmusc-
soportja is 120 elemii (1. az 5.2. és az 5.9. feladatot) Azonos-e ez a két automorfizmuscsoport ?

5.35. (M) * Az 5.15. feladatban lattuk, hogy a Petersen-grafnak 120 automorfizmusa van.
A 4.22. feladat szerint a Petersen gréf a K G(5,2) graf, lattuk tovzibbé hogy a Petersen graf

c sz

morfizmussal.
Igaz-e altalaban is, hogy a K G(n, k) Kneser-grafnak pontosan n! automorfizmusa van?

5.36. (MS) * Mi a Petersen-graf automorfizmus-csoportja?

5.37. (S) Egy grafrél tudjuk, hogy barmely két éléhez van olyan automorfizmus, amely az
egyiket a masikba viszi. Kovetkezik-e ebbol, hogy a graf éltranzitiv?
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6. FEJEZET
Szimmetria és aszimmetria, I11.

A fejezet még embriondlis allapotban van.

6.1. Szimmetrizalas

6.1. (MS) Bizonyitsuk be a

Turan-tételt: Ha egy n pontt egyszer(i grafnak tobb mint n?/4 éle van, akkor van benne
haromszog. Masrészt minden n-re van (izomorfiatél eltekintve pontosan egy) olyan |n?/4] élii
graf, amelyben nincs haromszog.

Megjegyzés. Erre a tételre tobb bizonyitast is adunk, lasd még a 2.10. feladat megoldasat és
a K.I1.12.2. feladat megoldésat.

6.2. (M) Készitsiink egy 2000 darab valés szambdl 4116 H halmazt, amelynek egyik eleme sem
nulla. Jeloljiik k-val a H-bdl kivalaszthaté olyan négyelemii részhalmazok szaméat, amelyekben a
négy elem szorzata negativ. A H elemei koziil hanyat kell negativnak valasztanunk ahhoz, hogy
k értéke a leheto legnagyobb legyen?
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6 fejezet. Szimmetria és aszimmetria, I11. 6.1. Szimmetrizdlds
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Segitség, itmutatas

1. A skatulyaelv a grafelméletben, I.
1.1. A feladat mindkét része szerepelt mar kordbban is.

1.5. Alkalmazzunk teljes indukciét k-ra.

a) és c) Tekintsiink két olyan pontot, amelyek 6ssze vannak kétve egymadssal, és nézziik, hany
él futhat ki bel6liik.

b) Most két olyan pontot vegyiink, amelyek nincsenek osszekotve egymaéssal.

1.2. a) Gondoljuk meg, mit jelent, ha egy graf nem osszefiiggs?
b) Ha egy graf nem kétszeresen Osszefiiggd, akkor van benne elvagé pont. Hagyjuk el.

1.7. Egy graf pontosan akkor paros, ha két szinnel jolszinezhet6. Masrészt pontosan akkor paros,
ha minden kére paros. Végiil ha van benne él, akkor kell is két szin a jélszinezéséhez.

1.8. k + 1 cstces kozott van két szomszédos.

1.11. a) Vegyiik az el6z6 feladat grafjat (a graf definicijat 1. a K.I1.8.3. feladatban), vegytink
hozza egy tovabbi v pontot és v-t kossiik 6ssze a graf minden pontjaval.

b) Hasonl6 médon maésoljuk 4t a w; i = 1,2,...,11 pontokra a K.IL.8.3. feladat grafjat,
ahogyan ott az 6tponta kort ,,atmasoltuk” az y; pontokra, majd minden w; pontot kossiink 6ssze
egy tovabbi v ponttal. Ha ez a graf jol szinezhetd volna négy szinnel, akkor a w; pontok Gsszesen
harom kiilonféle szint kapnanak. Feltehetjiik, hogy az 1,2,3 szineket kaptdk. Masrészt az 1.10.
feladatban lattuk, hogy a K.I1.8.3. feladat grafjanak jol szinezéséhez legalabb négy szin kell,
tehat szerepelnie kell a 4-es szinnek is. Vegyiink egy olyan 4-es szinli pontot, amelynek van 1-es,
2-es, 3-as szinl szomszédja. (Ha ilyen nincs, akkor minden ilyen pont szine 3-asra véltoztathaté
volna, tehat a graf harom szinnel jélszinezhet$ volna.) De akkor e 4-es szinii pontnak megfelel§
w;-nek is volna 1-es, 2-es és 3-as szini szomszédja, tehit nem kaphatta volna e szinek egyikét
sem.

Megjegyzés. Ezt az eljarast akarmeddig folytathatjuk, s igy a kévetkezéhoz jutunk:

Tetszbleges k pozitiv egészhez van olyan grdf, amelyben nincs hdromszdg, kromatikus szdma
mégis nagyobb k-ndl.

Az itt jelzett konstrukciot Mycielski-konstrukcionak nevezik. Lasd pl. [4], 69. és 298. oldal.

Vagyis egy G grafbdl altaldban tgy nyerjiik az tgynevezett Myecielski-konstrukciéval a G’
grafot, hogy minden x; pontjahoz hozzavesziink még egy j y; pontot, amelyet x; szomszédaival
kotiink Gssze, és vesziink egy tovabbi z pontot, amelyet az 0j pontokkal kotiink 6ssze. Az 1.10.
feladat grafja az 6tszogbol keletkezik ezzel a konstrukciéval.

1.17. Osszuk elOszor aszerint csoportokba a pontokat, hogy egy adott ponttal milyen szinii él
koti 6ssze. Vizsgaljuk meg, milyen szinii él kdthet 0ssze két azonos csoportba tartozd pontot és
két kiilonb6z6 csoportba tartozd pontot.

1.19. A definicié egyszerii kévetkezménye!
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Segitség, atmutatas 2. A skatulyaelv grdafelméleti élesitései, 1.

1.21. Szinezziik jol a graf éleit harom szinnel és hagyjuk el a grafbdl az egyik szinti éleket.
1.1. Mi annak az allitasnak a tagadasa, hogy ,valamelyik szinii golyobdl végtelen sok van”?

1.2. A skatulyaelv véges halmazokra egyszeriibb esetben azt mondja ki, hogy ha egy k elemi
(véges) halmaz elemeit k-nal kevesebb skatulydba osztjuk (k-ndl kevesebb szinnel szinezziik),
akkor valamelyik skatulydban legalabb két elem lesz (legalabb két elem ugyanolyan szinti lesz).
Azt kell meggondolni, hogy a) mit jelent a ,kevesebb”, ha az alaphalmaz végtelen, b) elég-e
annyit mondani, hogy ,legalabb két elem ugyanolyan szin lesz”.

1.4. Az 1.3 feladat éppen ez az allitas k = 2-re. Prébaljuk az ott hasznalt gondolat alapjan
teljes indukcidval bizonyitani a feladatot.

1.5. Elég megszamlalhatéan végtelen grafokra bizonyitani az allitast. Szamozzuk meg a graf
pontjait és vegyiik az els6t. Két eset van: vagy végtelen sok ponttal van Gsszekotve, akkor elég
ezeket tekinteni. Vagy véges sok ponttal van osszekdtve, akkor viszont végtelen sok ponttal nincs
Osszekotve, most elég ezeket tekinteni. De hogyan tovabb?

1.6. A megoldashoz hasznaljuk a végtelen Ramsey-tételt (lasd a K.I1.14.3. és az 1.5. feladatot).

1.7. Epp a grafokra vonatkozé (végtelen) Ramsey-tételre van sziikségiink!

2. A skatulyaelv grafelméleti élesitései, II.

2.1. a)-ra a K.I1.2.13. feladat ad valaszt.
b)-re a K.I1.9.6. és K.I1.9.9. feladatok adnak valaszt.
c)-re a K.I1.10.3. feladat vélaszol.

2.2. a) Korédbbi feladatban szerepelt példat érdemes nézni.
b) L. a K.I1.8.4. feladatot.
c¢) Gondoljuk meg, mit tudunk a paros grafokrél.

2.3. Alkalmazzunk indukciét. Ha minden pont foka ,nagy”, akkor az eléz6 (=1.3.) feladat
szerint van benne haromszog. Ha viszont van ,kis” foku pont, akkor azt elhagyva a maradé
grafban még mindig ,,sok” él marad és alkalmazhatjuk az indukciés feltevést.

2.5. b) részre mar lattunk példat.
a) részhez hasznaljuk az 1.4. feladat d) részének megolddsaban alkalmazott gondolatmenetet!

2.6. Tekintsiik a komplementer grafot.
2.10. Alkalmazzuk a 2.9. feladatot és a 2.7. feladat megoldasdnak gondolatmenetét.

2.11. Alkalmazzuk ugyanazt a gondolatmenetet — tkp. ,mohé algoritmust”, mint a 2.9. fela-
datban.

2.12. A 2.10. feladat megoldasdnak gondolatmenete most is alkalmazhaté.

2.13. Lattuk, hogy az extrém grafot most az a graf szolgaltatja, amelynek pontjai harom n-
n pontil csoportba vannak osztva, és két pont pontosan akkor van Osszekotve, ha kiilonb6zo
csoporthoz tartoznak. Ez 3n? élt jelent. Es ha egy 3n pontd grafban ennél tobb él van, akkor
biztosan van benne négypontu teljes részgraf.

2.1. Probaljuk grafelméleti feladatra visszavezetni a feladatot!
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3. A skatulyaelv grdfelméleti élesitése, I. Segitség, utmutatas

2.1. Hasznéljuk azt, hogy az 1.5. feladat szerint minden n = 2k ponti, k? + 1 éli grafban van
Cy. Hasznaljunk teljes indukciét és vizsgdljuk meg, a kor hany pontjaval lehetnek a maradd
pontok Gsszekotve.

2.3. a)-hoz hasznéljuk a 3.1. feladat megolddsdban hasznalt gondolatmenetet.
b)-hez és c)-hez hasznaljuk egyrészt a)-t, masrészt azt, hogy ha van legfeljebb masodfoku
pont, akkor azt elhagyva e4(8) értéke visszavezethetd eq(7)-re, e4(9) értéke pedig e4(8)-ra.

2.4. a) kovetkezik a 2.3. feladat a) részébdl.
b) abbdl kovetkezik, hogy ha egy grafnak es(n) éle van, akkor van egy olyan pontja, amelynek
foka legalabb d > 2e4(n)/n.

3. A skatulyaelv grafelméleti élesitése, I.

3.1. Vialasszuk ki az egyik embert és osszuk a lehetoségeket két esetre: amikor legalabb harom
embert ismer és amikor legfeljebb kettot.

3.2. Gondoljuk at a 3.1. feladat megoldésat.
3.3. A feladat megegyezik a 3.1. feladattal.

3.5. Most is két esetet érdemes megkiilonboztetni aszerint, hogy egy pontnak hiny szomszédja
van.

3.9. Az allitds tautolégia: azt mondja, hogy az n pontd egyszerii grafban van vagy n pontu
teljes graf, vagy van be nem huzott él.

3.10. Hasznaljunk teljes indukciot és alkalmazzuk a mar bevalt esetszétvalasztast (1. példaul
a 3.6. feladatot): vegylink egy tetszdleges x pontot. Ha ez legaldbb n ponttal nincs Osszekotve,
akkor konnyti dolgunk van. Ha viszont kevesebbel nincs 6sszekotve, alkalmazhatjuk az indukciés
feltevést.

3.11. a) Alkalmazzuk ebben az esetben is az eléz6 (a 3.10.) feladat gondolatmenetét.
a)-bdl b) teljes indukciéval kovetkezik.

3.1. Alkalmazzuk a 3.1. feladat gondolatmenetét és magat a feladatot is!

3.2. A 3.1. feladat szerint barhogyan valasztunk 17 pontot, azokbdl kivalaszthaté harom, ame-
lyek kozott futé harom él egyszinii lesz. Hogyan lehet ezt a legjobban kiaknazni?

3.3. Eloszor szinezziink ki egy négy ponti teljes grafot két szinnel gy, hogy ne legyen harom-
szini haromszog, majd sokszorozzuk meg a pontjait.

3.5. Alkalmazzuk a 3.1. feladat gondolatmenetét és magat a feladatot is!

3.2. a) Erdemes olyan étpontt grafot keresni, amely izomorf a komplementerével.

b) Hasznaljuk ki, hogy ha egy paros graf egyik osztdlydban k pont van, akkor a grafban a
leghosszabb kor legfeljebb 2k hosszi. (1. a K.I1.8.7. feladatot.)

c) Hasznéljuk ki, hogy n péaratlan: vagy a graf, vagy a komplementere legyen paros graf!

3.4. Mindkét feladatnal vizsgaljuk a kor legrévidebb &tloit, és hasznaljuk, hogy paratlan kor
legrovidebb atléi ugyanolyan hosszi kort zarnak be.

3.8. A megjegyzés mar sejtteti az ellenpéldéat.
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Segitség, utmutatas 4. Szimmetria és aszimmetria, 1.

3.2. Vegyiink egy d oldalt szabalyos haromszoget. Ennek valamelyik két csticsa azonos szini.

3.4. Osszuk fel parhuzamos sivokra a sikot egymdstél v/3d/2 tévolsigra levé egyenesekkel.
Egy-egy sav bels6 pontjai mind azonos szinliek, viszont a szomszédos savok felvaltva 1-es és 2-es
szinliek. A savhatarolé egyenesek pontjai is azonos szintiek és szintén felvaltva 1-es és 2-es szintiek.
Konnyen lathato, hogy emellett a szinezés mellett minden d oldali szabélyos haromszognek lesz
két kiilonb6z6 szinii csicsa.

4. Szimmetria és aszimmetria, I.

4.4. Nem. Az egyikben van hdromszog, a masikban nincs. (A méasodik graf paros graf.)
4.5. Nincs, csak az 0tszog ilyen.

4.6. Van: a hatpontd kor és a két, pontdiszjunkt haromszogbdl allé graf nem izomorf.
4.7. Igen, mert csak egy hatszog lehet.

4.8. a) Vigyazat! Hany hétpontu 3-reguldris graf van?

b) Egy hétpontd, 4-regularis graf komplementere 2-regularis. Két darab, egymdssal nem
izomorf, hétponti 2-regularis graf van: az egyik egy hétszog (C7), a mésik egy-egy pontdis-
zjunkt Cy és Cs-bol all.

4.10. Az a) és b) grafok izomorfak, viszont a c) graf nem paros graf, tehat nem izomorf veliik.

4.11. Ugyanaz a megfeleltetés, amely a grafok kozott izomorfiat 1étesit, a komplementerek
kozott is izomorfiat 1étesit.

4.12. a): négy kiillonboz6 graf van.
b): 11 kiilénb6z6 graf van.

4.13. Egy 2-regularis egyszerii graf minden komponense kér. Tehat n = 3,4,5 esetén csak egy
ilyen graf van: a C,. n = 6 esetén ketté: Cg és a két diszjunkt haromszogbol all6 graf, n = 7-re is
kett6: C7 és az egy-egy hdromszoghdl és Cy-bél 4ll6 graf (Cs U Cy. n = 8-ra harom: Cs, C3 U Cj
és CLUCy. n =9 esetén mar lehet harom komponens is, tehat graf van: Cy, Cg U C3, C5 U Cy
és C3 U C3 U (4.

4.14. Igen. Az els6fokt pontok nem lehetnek egymassal Osszekotve, és a két harmadfoki pont
Ossze van kotve egymadssal. (A megolddsban segit, ha meggondoljuk, hogy 6sszefliggd grafrol van
sz0, s igy az élszambol kovetkezik, hogy fardl van sz6.)

4.18. Pontosan egy ilyen fa van. A bizonyitds ugyanigy megy, mint a 4.17. feladat bizonyitésa.
4.21. Az oktaéder gréfja.

4.25. Konnyit a megoldasban, ha kevesebbet haszndlunk: elég annyi, hogy barmely G — z
részgrafnak ugyanannyi éle van.

4.3. a) Csak n = 1,4,5-re van ilyen graf.
b) Mind n = 8-ra, mind n = 9-re van ilyen graf: elébbi esetben érdemes ,megduplazni” a
harom éli Ut pontjait.

4.5. Mutassuk meg, hogy a graf pontjai kozott az izomorfia olyan megfeleltetést hoz létre, amely
megfeleltetésben barmely pontnak és a megfelelojének a fokszamat osszeadva n — 1-et kapunk.
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5. Szimmetria és aszimmetria, I Segitség, utmutatas

5. Szimmetria és aszimmetria, II.

5.10. Lasd a 4.21. és az 5.9. feladatot!

5.11. Erdemes el6szor tisztdzni, hény orbit van. A csoport pontjai egymés kozott szabadon
permutalhatok.

5.12. Erdemes el6szor tisztdzni, hény orbit van. A csoport pontjai egymés kozott szabadon
permutalhatok.

5.15. Lasd a K.IL1.8.4. feladat megoldasat.

5.16. Nem. Ellenpélda példaul az a hétpont graf, amely egy haromszog és egy négy hossza kor
diszjunkt unidja. Ha Osszefiiggd ellenpéldat kerestink, akkor ennek a grafnak a komplementerét
vehetjik.

5.17. Igaz. Ha van a cstcsot b csticsba vivo automorfizmus a grafon, akkor ez az automorfizmus
a graf komplementerén is ugyanezt teszi, mert egy automorfizmus a graf komplementerén is
automorfizmus.

5.18. Nyilvanvald, hogy a hatszog hat oldalat d4brézold két él (barmilyen sorrendben) egymasba
vihetd, ugyanigy barmely két 4tl6 is. Azt kell még meggondolni, hogy a csicsoknak az az per-
mutacidja, amely a hatszog valamelyik két szemkdzti csticsat felcseréli a tobbi csiics valtozatlanul
tartasaval, a graf egy automorfizmusa.

5.23. Igen. Ugyanis az oktaéder grafjinak komplementere olyan hatponti graf, amely harom
fliggetlen élbal all.

5.24. A Kneser-graf minden n és k értékre éltranzitiv. A bizonyitds ugyanigy megy altalaban
is, mint a K G(5,2) graf esetében: lasd az 5.22. feladat masodik megoldasat.

5.25. A komplementer két diszjunkt haromszog, ez éltranzitiv.

5.26. A legegyszeriibb ellenpélda egy négypontu csillag komplementere. Ez egy hdromszoghdl
és egy izolalt pontbdl all. Tehat éltranzitiv. A négypontu csillag viszont nem éltranzitiv.

5.27. Ellenpélda egy hatszog. Ennek komplementere a haromoldalii hasab grafja, s az nem
éltranzitiv.

5.28. Nem. A kocka grafjanak nincsen olyan automorfimusa, amely egy testatlot egy lapatloba
vinne at. Utébbi két végpontjanak ugyanis van kozos szomszédja, a testatlé két végpontjanak
nincs kozos szomszédja.

5.31. Igen. A bizonyitds ugyanigy megy altaldban is, mint a KG(5,2) graf esetében (lasd
az 5.29. feladatot).

5.33. Nem igaz: ellenpélda a négypontu csillag komplementere.

Ha azonban a grafban nincs izoldlt pont, akkor az allitds igaz. Vegylink két csticsot, a-t és b-t.
Mindkett6bdl indul él, legyen a,a’ és b,b’ egy-egy ilyen él. Van olyan automorfizmus, amely az
(a,a’) élt (ilyen sorrendben) a (b,b") élbe viszi, s ez az automorfizmus az a cstcsot b-be viszi.

5.34. Az 6tponti teljes graf automorfizmuscsoportja Ss. Az ikozaédernek van tizedrendii auto-
morfizmusa.
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Segitség, utmutatas 6. Szimmetria és aszimmetria, II1.

5.36. A feladat megolddsdhoz sokat segit a 4.22. feladat.

5.37. Nem. A legegyszeriibb ellenpélda a négy pontbdl all6 csillag.

6. Szimmetria és aszimmetria, III.

6.1. Vilasszunk ki egy legnagyobb fokti pontot és egy masik, vele 6ssze nem kotétt pontot
prébaljunk ,hasonléva tenni” hozzd!
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Megoldasok

1. A skatulyaelv a grafelméletben, I.

1.1. a) A feladat a) része szolgalt a graf fogalmanak bevezetésére az elsé fejezetben. Em-
lékeztet6il megismételjiik a bizonyitast.

A graf pontszamat jeloljiik n-nel.

Soroljuk fel a grafban fellépo Gsszes fellépd fokszamot. Minden fokszam 0 és n — 1 kozott van,
ami n lehetdség. De a fokszamok k6zott nem szerepelhet egyszerre a 0 és az n— 1, mert az el6bbi
egy izolalt pontot jelent, az utébbi viszont olyan pontot, amelyik minden méas ponttal 6ssze van
kotve. Tehat a fokszamok kozott csak n — 1 szam kiilonb6z6 szam szerepelhet. Masrészt n pont
van, tehat valamelyik fokszam kétszer fordul el6.

b) n = 2-re példa egy egyetlen élbdl 4116 graf (!), n = 3-ra példa egy két élbél 4116 ut (lehetne
az egy él és egy izolalt pontbdl all6 graf is, de ez tovabbi konstrukciénk szempontjabol nem
elényos). Ha mér n-re taldltunk egy n pontt G, grafot, amelyben nincs izolalt pont és amelyben
csak egyetlen fokszam ismétlodik és az is csak egyszer, akkor vegyiink hozzd ehhez a grathoz egy
1j pontot és kossiik 6ssze Gy, minden pontjaval. Az 0j pont foka n, de a G, grafban is volt egy
telitett pont (azaz minden més ponttal dssze kotott pont), ennek a foka is n lesz. Masrészt az
1j grafban nincs els6foktl pont. Mindezen Ugy segitiink, hogy az 4j grafthoz még hozzavesziink
egy Uj y pontot és egyetlen beldle induld xy élt. Ekkor az x pont foka n + 1, y-é 1 és a régi graf
pontjainak foka eggyel nétt, tehat 2 és n kozé esik. Igy az Gj n+ 2 pontd grafban pontosan azok
az azonos fokiu pontok, mint a régiben.

Ilymédon minden n-re konstrudltunk egy n pontu grafot, amelyben a fokszamok az 1 ésn—1
kozotti szdmok, és pontosan egy ismétlédik koziliik (pontosan egyszer).

1.2. a) Az 1.1. feladat megoldasabdl indulunk ki. Ha csak egy par ember van, akik ugyanannyi
petakot kaptak, s a tobbi hét petdkjainak szama az 6vékétol is, egymasétol is kiilonbo6z6, akkor a
kapott petakok Osszege legfeljebb nyolccal lehet tobb 36-nal, ami még mindig kevesesbb 45-nél.
Tehat b) &llitas is igaz.

b) Gréafelméleti nyelven adott egy kilencpontu irdnyitott graf, amelyben nincs hurokél és tobb-
szOros irdnyitott él (az xy és az yx él szerepelhet egyszerre!), tovibba minden pont kifoka &t.
Azt allitjuk, hogy van két pont, amelynek a befoka egyenld. S6t, vagy van harom pont, amelynek
befoka azonos, vagy van két-két pont, amelyeknek a befoka azonos.

c) Ha adott egy m pontu irdnyitott graf, amelyben nincs hurokél és tobbszords irdnyitott
él, tovabba minden pont kifoka legaldbb n /2, akkor van két pont, amelyek befoka egyenlé. A
kifokok Osszege ugyanis egyenld a befokok Osszegével. Ha nincs hurokél, és minden pont befoka
kiilénb6z6 volna, akkor a befokok dsszege 0+1+2+...4+(n—1) = n(n—1)/2 volna. De minden
pont kifoka legaldbb n/2, ezért a kifokok 6sszege legalabb n2/2 > n(n — 1)/2, tehét a kifokok és
befokok 6sszege nem egyezne. Ez az ellentmondés bizonyitja az allitds helyességét.

Valéjédban elég azt feltételezni, hogy a kifokok dtlaga nagyobb (n—1)/2-nél, mar akkor is igaz,
hogy van két azonos befoku pont.

1.3. Ha a grafnak n pontja és 3n éle van, akkor az atlagfokszama 6. Tehat az allitas igaz.
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Megoldasok 1. A skatulyaelv a grdfelméletben, 1.

1.4. Ha a gréfnak n pontja és kn éle van (k pozitiv egész), akkor az dtlagfokszdma 2k. Tehat
vagy 2k-regularis a graf, vagy van legalabb egy legalabb 2k + 1-ed foku pontja.

1.5. a)-t is, b)-t is teljes indukcidval bizonyitjuk. Egy kis csel: k = 1 a kezd6 1épés. Ugyanis
ekkor az allitds semmitmondodan teljesiil: nincs kétpontd, 1-nél tobb éli graf! De akit ez nem
nyugtat meg, az ellendrizheti, hogy egy négyponta, legalabb 6télii grafban van haromszog és van
négyszog is. (A kopmlementere egyetlen él.)

a) Tegytiik fel ezutan, hogy k-nél kisebb értékekre mar tudjuk az allitést. Legyen G egy n = 2k
pontt, legaldbb k2 + 1 élii graf és legyen = és y két egymassal 6sszekotott pontja. Ha van kozos
szomszédjuk, akkor ez a pont és x, y egy hdromszoget alkot. Ha viszont nincs kézos szomszédjuk,
akkor a tobbi 2k — 2 pont mindegyike legfeljebb egyikiikkel van 6sszekétve. Ez azt jelenti, hogy
G — x — y-ban legaldbb k2 +1 —1 — (2k — 2) = (k — 1)2 + 1 él van. Ez a graf 2(k — 2) pontt,
tehat az indukcids feltevés szerint van benne haromszog.

c) is hasonléan jon ki. k = 2-re ellendrizhetd, hogy csak a négyponti kor jé. Tegyiik fel, hogy
k — 1-re méar tudjuk az allitast és legyen G egy 2k pontti, k2 élii graf, amelyben nincs haromszog.
Ismét vegyiink két éllel 6sszekotott pontot, z-et és y-t. Nincs kézos szomszédjuk, hiszen nincs
hiromszog. G — x — y minden pontja legfeljebb az egyikkel van 6sszekotve, tehét legalabb k? —
—2k+ 1= (k—1)? é fut G —x — y-ban. Mivel G — z — y-ban sincs hdromszdg, ezért tobb
él nem futhat, és ennyi is csak dgy, hogy egy teljes paros grafrol van sz, amelynek mindkét
osztalyaban k — 1 pont van. Masrészt x és y-bdl kell kiindulnia a maradd 2k — 1 élnek. Mivel xy
Ossze vannak kotve és a grafban nincs haromszog, ezért z-bol az egyik osztalyba fut minden él,
y-bdl a masikba. Vagyis G is teljes paros graf és mindkét osztalydban k — k pont van.

b) Tegyiik fel, hogy k-nél kisebb értékekre mar tudjuk az allitédst. Legyen G egy n = 2k pont,
legaldbb k2 + 1 élii graf és legyen most z és y két 6ssze nem kotétt pont. (Ha ilyen nincs, akkor
teljes grafrél van sz6, az allitas trividlisan teljesiil.) Ha z-nek és y-nak van legaldabb két kozos
szomszédja, akkor ezekkel egyiitt egy négy hosszu kort (Cy-et) alkotnak. (Ha u és v két kozos
szomszéd, akkor xuyvz négy pontd kor.) Ha viszont legfeljebb egy kozos szomszédjuk van, akkor
G — x — y-ban ismét legaldbb k2 +1 —1— (2k —2) = (k — 1)2 + 1 él van. Ez a graf 2(k — 2)
pontt, tehat az indukcids feltevés szerint van benne négyponti kor.

1.6. a) ésb) allitas ekvivalens: egy részben rendezett halmazt legegyszertibben éppen egy tranz-
itivan irdanyitott graffal abrazolunk, ahol az ab irdnyitott él éppen azt jelenti, hogy a ,kisebb”
b-nél.

Ami pedig a feladat allitasat illeti, a K.I1.16.2. feladat megoldasaban éppen ezt lattuk be.
1.1.

1. megoldas. Valasszunk ki egy kelmét, ennek szineit nevezziik el 1-esnek és 2-esnek. Vegyiink
egy masik szint, ez biztosan szerepel parban egy, az 1-estél és 2-est6l kiilonb6z6 szinnel (kiilon-
ben csak kétféle kelmében fordulna elé). Legyenek ennek a kelmének a szinei tehat 3 és 4. Ha
a kimaradt 6todik és hatodik szin szerepel egyiitt valamelyik kelmén, mar kész is vagyunk. El-
lenkez6 esetben mind az 5-6s szin, mind a 6-os szin az 1-es, 2-es, 3-as és 4-es szin koziil harommal
szerepel egyiitt. Szimmetria okokbdl feltehetjiik, hogy példaul az 5-6s szin az 1-essel és a 2-essel
is szerepel. Am a 6-os szinnek is kell valamelyikkel egyiitt szerepelnie. Ha példaul az l-essel
szerepel egyiitt, akkor az 1,6, a 2,5 és a 3,4 szinli kelmék megfelelnek. Ha a 2-essel, akkor a 2,6,
1,5 és a 3,4 kelmék megfelelGek.

2. megoldas. Vegyiik észre, hogy ez a feladat szinte azonos a K.I1.9.1. feladattal. Az ottani
ismeretségnek az itteni kelmék felelnek meg. Grafelméleti nyelven megfogalmazva a kiilénbséget :
ott azt mondtuk, hogy minden pont foka harom, itt azt mondjuk, hogy minden pont foka
legaldbb harom.
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1. A skatulyaelv a grdfelméletben, 1. Megoldasok

1.2. a) Ha a graf nem volna Osszefliggd, akkor legaldbb két komponensre bomlana. Volna tehat
olyan komponense, amelyben legfeljebb n pont van. Ebben a komponensben levé pontok fok-
szama legfeljebb n — 1 lehetne, amit a feltétel kizar.

A fokszamra tett kikotés nem cstkkenthetd, hiszen abban a grafban, amely két darab pont-
diszjunkt, n pontu teljes grafbodl 4ll, minden pont foka n — 1 és nem Gsszefiiggd.

b) Az a)-ban adott bizonyitds szinte szé szerint megismételhets. Tegyiik fel, hogy a graf nem
kétszeresen Osszefiiggd. Ekkor van elvagd pontja, azaz olyan x pontja, amelyet elhagyva a graf
tobb komponensre hullik szét. Ezek egyikében legfeljebb n— 1 pont van. Azok a pontok, amelyek
ebben a komponensben vannak, legfeljebb e komponens pontjaival, valamint z-szel lehetnek
Osszekotve, ami Osszesen legfeljebb n — 1 pont. Ezt a feltételiink kizarja.

Megjegyzés. Természetesen az a) pontban adott példa most is érvényes: ha a minimélis
fokszamot csak eggyel csokkentjiik, mar nem igaz az allitas.

1.3. a) Vegyiink két embert, aki ismeri egymdast. A t6bbi 18 emberbdl mindketten legaldbb
tizet-tizet ismernek. Kell tehat lennie kozos ismerosiiknek. Ezt kellett bizonyitanunk.

Ha a tarsasag két, tiztagt csoportra bonthaté gy, hogy mindenki csak a mésik csoport tagjait
ismerje, akkor mindenki 10 masik embert ismer és mégsincs harom, akik kolcséndsen ismernék
egymast.

b) Az a) megoldds gondolatmenetével a kovetkezot kapjuk:

Ha egy n tagi tarsasdgban (ahol az ismeretségek kolesonosek), mindenki legaldbb [(n+1)/2]
masikat ismer, akkor van harom ember, akik koziil barmely ketté ismeri egymaést. Viszont
elképzelhetd olyan tarsasdg, ahol mindenki legaldbb [(n — 1)/2] mésikat ismer, de nincs hdrom
ember, akik koziil barmely ketté ismerné egymast.

Valéban: vegyiink két embert, akik ismerik egymast. Mindketten [(n—1)/2] méasikat ismernek
a tarsasag tobbi tagja koziil, ez 0sszesen legalabb n — 1 ember, de rajtuk kiviil csak n — 2 ember
van, tehat van kozos ismerdsiik, és ezt akartuk belatni.

Az ellenpélda pedig a kovetkez6. Ha a tarsasag két olyan csoportra bonthaté, ahol mindenki
csak a masik csoport tagjait ismeri, akkor nincs harom ember, aki koziil barmely kett6 ismerné
egymast.

Péros n esetében alljon mindkét csoport n/2-n/2 taghdl. Paratlan n-re alljon az egyik csoport
(n—1)/2 tagbdl, a mésik csoport (n + 1)/2 tagbdl. Mindkét esetben igaz, hogy mindenki ismer
legalabb [(n — 1)/2] embert.

1.4. b) Legyen z és y két éllel Osszekotott pont. Ha van kozos szomszédjuk, akkor e kozos
szomszéddal egy haromszoget feszitenek. Ha nem volna kozos szomszédjuk, akkor a maradd n —
— 2 pont egyikébe sem mehet két él x,y halmazbol, tehat 6sszesen legfeljebb n — 2 él fut ki z-bdl
és y-bol. Ez azt jelenti, hogy fokszdmaik Gsszege legfeljebb n. Ez az ellentmondéas bizonyitja az
allitdsunkat.

d) Legyen x és y két éllel 6sszekotott pont. Ha van két kozos szomszédjuk, akkor e két kozos
szomszéd és x,y egy megfelel6 pontnégyes. Ha nem volna két kozos szomszédjuk, akkor a 2n — 2
pont koziil legfeljebb eggyel lehetne mindketto Gsszekotve, a maradd 2n — 3 ponttal legfeljebb
egyikiik volna Osszekotve. Ez Osszesen legfeljebb 2n — 1 él volna. Tehat x és y fokszamanak
Osszege legfeljebb 2n + 1 volna.

1.1.

1. megoldas. Osszuk be a szdmokat a hdrmas maradékuk szerint harom csoportba, legyen k a
harommal oszthaték szama, [ a harommal osztva egy maradékot addok szama és m a harommal
osztva —1 maradékot addk szama. Az egy csoportban levok kiilonbsége oszthaté harommal, a
kiillonb6z6 csoportokban levoké nem, tehat pontosan kl+ Im+ km olyan kiilonbség van, amelyik
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Megoldasok 1. A skatulyaelv a grdfelméletben, 1.

nem oszthaté harommal. Tudjuk, hogy k& + [ + m = 3n, és azt kell bizonyitani, hogy kl +
+1Im + km < 3n? = (k+ 1+ m)?/3. EbbSl hdrommal valé szorzds és rendezés utdn az ismert
kl +Im + km < k? + 1? + m? egyenl6tlenséget kapjuk.

Egyenloség csak k =1 = m = n esetén van.

2. megoldas. Azt tudjuk, hogy a graf pontjai harom csoportba sorolhatdk gy, hogy az egy
csoportba tartozé pontok kozott nem fut él. Vagyis harom részre vaghatdk gy, hogy a harom
rész egy-egy fiiggetlen pontrendszert alkosson.

1.3. a) A sakktabla szokdsos szinezése bizonyitja, hogy ez a graf két szinnel szinezhets (péros)
graf.

b) A sakktdbla bal alsé sarkdban &ll6 négy mezé (A1, A2, B1, B2) mindegyikét él koti ossze
mindegyikkel, tehat a szinezéshez legaldbb négy szin kell.

Négy szin elég is a szinezéshez. Ha két nem szomszédos sor mezdi koziil semelyiket semelyikkel
nem kot 0ssze él, tehat ha minden mésodik sorban meghagyjuk a szokasos szinezést, viszont a
tobbiben a feketét kékre, a fehéret zoldre valtoztatjuk, akkor a graf egy megfelel6 szinezését
kapjuk.

1.4. Szamozzuk meg az oszlopokat és a sorokat egytdl szézig és jelolje (i|7) az i-edik oszlop j-
edik sordban allé mezdt. Két ilyen pont akkor van 6sszekotve, ha vagy mindkét , koordinatajuk”
eggyel kiilonbozik, vagy valamelyik , koordinatajuk” azonos, a masik kiilonbsége ketto.

Az (1]2), (2]1), (2|3), (3]2) mezék koziil mindegyik dssze van kotve mindegyikkel, tehat Ky-et
alkot, igy a szinezéshez kell legalabb négy szin.

Megmutatjuk, hogy ha nem a 100 x 100 sakktablat, hanem az egész sik rdcspontjait vessziik,
azok is kiszinezheték négy szinnel tgy, hogy a feladat értelmében két 1épésre levé pontok ne
legyenek egyszintiek.

Vildgos, hogy ha (a|b) és (c|d) Ossze van kotve, akkor a+b és (c+d) paritdsa azonos. Tehat elég
példaul azokat a mezdket négy szinnel jol szinezniink, amelyekben a koordindtak Osszege paros
és utdna eggyel eltolni a szinezést ,felfelé”. Ezt példaul a kdvetkezOképpen tehetjik. A paros
abszcisszaja oszlopokban a paratlan ordinataju pontokat felvaltva fehérre és feketére szinezziik,
a paratlan abszcisszaju oszlopokban pedig felvaltva kékre és zoldre. Konnyen lahtaté, hogy ez a
szinezés jOlszinezi az Osszes pontot.

1.5. Irjunk fel minden a szémot a = 2¥b alakban, ahol b paratlan. Ez a felirds egyértelmfi. Szinez-
ziik a-t ezutan a k-adik szinnel. Ha b is ugyanezt a szint kapta, akkor hanyadosuk kiilonbozik
1-tél és két paratlan szam hanyadosa, tehat nem kettOhatvany. Ez tehat a graf egy jolszinezése
7 szinnel. Masrészt az 1,2,4,8,16,32,64 szamok koziil barmely ketté 0ssze van kotve éllel, tehat
Kr-et alkot a grafban, igy hétnél kevesebb szinnel nem is szinezhetd a graf.

1.6. a) Vegyiik sorra a pontokat, az els6t szinezziik tetszélegesen. Minden soron kévetkezét
ki tudunk szinezni egy olyan szinnel, amilyen szintivel még nincs 6sszekdtve, hiszen Gsszesen
legfeljebb harom ponttal van Gsszekotve, s ha méar mindegyiket kiszineztiik, akkor is marad
még egy szin a négy kozil, amelyik nem szerepel kozotttiikk. Ezzel kiszinezziik, majd vessziik a
kovetkezd pontot.

Ez az eljaras a grafot négy szinnel jol szinezi.

b) Ugyanigy bizonyithaté, hogy ha egy grafban minden pont foka legfeljebb k, akkor k + 1
szinnel jol szinezhetd. A bizonyitast ldsd a ALG.I11.2.10. feladatnal. Lasd tovabba a megoldédshoz
flizott megjegyzéseket arrdl, hogy mennyiben élesithetd ez az allités.

1.8. Akarhogyan osztjuk két csoportba a graf pontjait, valamelyik csoportban lesz két szomszé-
dos, ezek Ossze vannak kotve éllel, tehat nem lehetnek azonos szintiek. A paratlan koérok tehat
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1. A skatulyaelv a grdfelméletben, 1. Megoldasok

nem szinezheték két szinnel. Harom szinnel viszont jol szinezhetOk: egy tetszOleges pontjat
kiszinezziik a 3-as szinnel, a maradé pontokat pedig felvaltva 1-es és 2-essel.

1.9. a) A C5 kor pontjait hdrom nem tires csoportba kell sorolni, tehit az egyikbe pontosan
egy jut. Kapja ez a pont a harmas szint. A masik két csoportba pedig a marad6 négy pontot
felvaltva kell besorolni, ami megint egyértelmii. A kor pontjait tehat lényegében egy féleképpen
tudjuk kiszinezni: a koéroén sorba haladva az 1,2,1,2,3 szinekkel.

b) A hétponti kor 3-szinezésénél biztosan lesz hdrom azonos szinli pont, szimmetria okokbél
feltehetd, hogy ezek az 1-es szint kapjak. Nyilvin masodszomszédok, tehat megintcsak szimme-
tria okokbdl feltehetd, hogy a kor els6, harmadik és 6t6dik pontja 1-es szinii. A hatodik és hetedik
pontnak a masik két szint kell kapnia, és a szinek szabad permutalhatésaga miatt feltehetd, hogy
a hatodik kapta a 2-es szint, a hetedik a 3-as szint.

Ezutan latszolag még négy lehetdség van: a masodik és a negyedik pont egymastoél fiiggetleniil
lehet 2-es és 3-as is. De ha mindkett6 azonos szinii, akkor a szineloszlas 3-3-1, és az Osszes
ilyen szinezés a csucsok forgatasaval, tiikrozésével, valamint a szinek permutélasaval dtvihet6 az
1,2,1,2,1,2,3 szinezésbe. Ezekbdl tehat csak egy van. Marad az az eset, ha a masodik pont 2-es
szinll és a negyedik pont 3-as szinii, vagy forditva: 1,2,1,3,1,2.3 és 1,3,1,2,1,2,3. E kettd viszont
nem vihet6 egymaéasba. Ezt a legegyszeriibben tigy lathatjuk be, hogy mindkettében 3-2-2 ugyan
a szineloszlds, de az utébbiban az egyik szin, amibdl kett6é van, két mésodszomszédos ponthoz
tartozik, mig a méasikban nincs két ilyen pont.

A hétponti kérnek tehat harom lényegesen kiilonb6z6 harom szini jélszinezése van.

Megjegyzés. A helyzet lényegesen bonyolédik mar kilencpontit koérnél is (a szineloszlas is
haromféle lehet: 4-4-1, 4-3-2 vagy 3-3-3), és az &ltalanos esetben a 2k + 1 ponti kor 3-szinezései
szinte attekinthetetlenek.

1.10. Tegyiik fel, hogy a graf jol szinezhet6 harom szinnel. Legyen a z pont szine 3-as. Az
y; pontok ebben a szinezésben csak az 1 és a 2 szineket kaphatjak. Viszont az x; pontok egy
C5-6t alkotnak, tehat a szinezésiik az 1.9. feladat a) része szerint valamelyik ponttél indulva az
1,2,3,1,2. Ha a 3-as szint az x; pont kapta, akkor a neki megfelel6 y; pont szine sem lehet sem
1-es, sem 2-es, mert x;-nek, s igy y;-nek mindkét szinli szomszédja van.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a feladat grafjanak kromatikus szama legalabb négy. Masrészt
négy szinnel nyilvinvaléan jol is szinezhet6: az z; pontokat jol szinezziik harom szinnel, az y;
pont ugyanazt a szint kapja, mint a neki megfelel6 x; pont, s végiil z szine a negyedik szin lesz.

1.12. a) Ha n versenyzé volt és mindenki legfeljebb k& pontot szerzett, akkor az Gsszesen megsz-
erzett pontszam legfeljebb nk. Ez ugyanennyi mérkézést jelent. Tehat Osszesen legfeljebb nk
mérkozés zajlott mar le. De ha mindenki legaldbb 2k + 1 mérkdzést jatszott volna, akkor ez
osszesen legaldbb n(2k + 1)/2 mérkézést jelentene, ami tobb, mint nk.

b) A részvevik szaméra vonatkozé teljes indukciéval bizonyitunk. Ha n < 2k + 2, akkor az
allitas trivialis, igy kezd6 1épésiink van.

Tegylik fel, hogy n — 1 versenyz6 esetén az allitast méar tudjuk. Ha n versenyzénk van, akkor
is tudjuk a) szerint, hogy van egy V versenyz8, aki legfeljebb 2k mérkdzést jatszott. Osszuk be
tehat a tobbi n—1 versenyzot 2k + 1 terembe a megfelel6 mdédon. Ezt az indukciods feltétel szerint
meg tudjuk tenni, hiszen ha csak erre az n — 1 versenyzore szoritkozunk, akkor is igaz, hogy a
kozottiik lezajlott mérkézéseket nézve is mindenki legfeljebb k pontot szerzett.

Nézziik, hdny teremben lehet olyan versenyzd, akivel V' mér jatszott. Mivel 6 legfeljebb 2k
versenyzovel jatszott, legfeljebb 2k ilyen terem van. Van tehat olyan terem, amelybe be tudjuk
tenni. Ezt akartuk bizonyitani.

1.13. Tegylik fel, hogy két szinnel sikeriilt kiszinezniink a grafot. Az egyik szint k, a masik szint
n—k pont kapta. Ekkor a grafban futé minden él az els6 k pont valamelyikét koti 6ssze a masodik
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Megoldasok 1. A skatulyaelv a grdfelméletben, 1.

n — k pont valamelyikével. Ez Osszesen
k(n — k) < n%/4 él (hasznaltuk a szdmtani és mértani kozép kozotti dsszefiiggést).

1.14. a) A hérom szinnel jol szinezhet&ség azt jelenti, hogy harom osztalyba sorolhaték a graf
uagy, hogy azonos csoportbeli pontok kozott ne fusson él. Ha 3n pont van, akkor az egyik csoport
legaldbb n pontbdl 4ll, s ezek kézott minden él a komplementerben fut. Tehat a komplementerben
minden pontnak mas szinlinek kell lennie.

b) Az a)-ban adott gondolatmenet sz6 szerint elismételhetd.

1.15. * Ha az n pontd graf kromatikus szdma k, akkor az el6z6 (=1.14.) feladat a) és b)
gondolatmenete szerint van egy legaldbb [n/k| pontbdl all6 fliggetlen ponthalmaz. Ennek pontjai
kozott minden él a komplementerben fut, tehat a komplementer kromatikus szdama legaldbb
ennyi. A kettd Osszege tehat legaldbb

k+[n/k] >2v/n

(Hasznéltuk a szdmtani és mértani kozép kozotti osszefiiggést.)

Egyenldség nyilvan csak akkor allhat, ha n = m? négyzetszam. Ezesetben a graf pontjait
osszuk m darab m-es csoportra és kossiik Ossze a kiilonbo6z6 csoportokhoz tartozd pontokat.
Az igy kapott graf kromatikus szdma éppen m. Masrészt komplementere m darab paronként
pontdiszjunkt m pontu teljes grafokbdl all, ezek kromatikus szama is m. Tehat mind a grafnak,
mind a komplementerének a kromatikus szdma /n, azaz e grafra fenndll az egyenléség.

1.16. Teljes indukciéval bizonyitunk. Az &llitds n = l-re igaz, mert egy egyponti graf és a
komplementere is 1-kromatikus.

Tegyiik fel, hogy n-re mar tudjuk az allitast és vegylink egy n + 1 ponta grafot. Valasszuk ki
egy tetszbleges x pontjat. Tekintsiik a G — z grafot és komplementerét. Ha G — x kromatikus
szama k, akkor az indukciés feltevésiink szerint a komplementer kromatikus szama legfeljebb
n — k. Masrészt ha x pont foka a G-ben < k, akkor G — = egy k szinii jél szinezése gond nélkiil
kiterjeszthetd ra is: azt a szint kapja, amilyen szintivel nincs 6sszekotve. Ellenkezé esetben a foka
legaldbb k, de akkor a komplementerben a foka legfeljebb n — k — 1, s ekkor a komplementer egy
n — k szinl jélszinezéséhez vehetjiik ugyanigy hozza. A komplementernek pedig van n — k szinl
jOlszinezése, mert kromatikus szama legfeljebb n — k.

Ha a graf egy csillag, akkor két szinnel szinezhetd. A komplementere pedig egy izolalt pont és
egy n — 1 pontu teljes graf, aminek n — 1 a kromatikus szdma, ez 6sszesen n + 1. Az egyenl6ség
tehat fennallhat.

Van altalanosabb példa is. Ha vesziink egy k pontt teljes grafot és annak pontjait a maradé
n — k ponttal is 0sszekotjiik, akkor a kapott graf £ + 1 kromatikus, a komplementere pedig k
darab izolalt pontbdl és egy n — k pontt teljes grafbdl all, aminek n — k a kromatikus szama.

1.17. Tegylik fel, hogy a teljes n pontu graf szinezéséhez k > 1 szint hasznaltunk. Vegyiink
egy a pontot a grafbdl és osszuk a graf tobbi pontjat csoportokba aszerint, hogy z-szel milyen
szinil él koti Ossze Oket. Az i-edik csoportba kerililnek azok, amelyeket z-szel i-edik szin kot
Ossze. Az i-edik csoport pontjait a feltétel szerint ¢ szinii él koti Ossze, viszont az i-edik és j-edik
csoport egy-egy pontjat az i-ediktol és a j-ediktol kiilonbo6z6 szint él koti 6ssze. EbbOl viszont
kovetkezik, hogy ha vesziink az egyik csoportbdl két pontot, egy mésikbdl egyet, ezek tarka
haromszoget alkotnak. Ha ugyanis az i-edik csoport egyik pontja z, a j-edik csoport két pontja
y és z, akkor az yz él j szinii, viszont sem az xy, sem az xz él nem lehet j szinii (az azy, illetve
az arz haromszog miatt). Ez viszont azt jelenti, hogy a j-edik csoportban legfeljebb kettével
kevesebb pont van, mint ahdny szint hasznaltunk, tehat legfeljebb k& — 2 pont van. Ugyanez
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1. A skatulyaelv a grdfelméletben, 1. Megoldasok

minden csoportra elmondhatd. Mivel a csoportok szama is legfeljebb k, azt kapjuk, hogy n <
< k? -2k +1 = (k— 1) Ebbdl kévetkezik, hogy n = 101 esetén k legaldbb 12. Ezt kellett
bizonyitani.

1.18. Valasszunk ki el6szor két pontot, a kdzottiik futéd él legyen e = xy, szine legyen 1-es. Néz-
zilk meg, hogy egy harmadik mikor ,nem illik” e két ponthoz. Nyilvin akkor nem, ha valame-
lyikiikkel az 1-es szin koti 0ssze. Marmost a feladat feltételét x-re alkalmazva azt kapjuk, hogy
nem lehet két olyan pont, amellyel z-et 1-es szinli él kot Gssze. Ugyanigy nem lehet két olyan
pont sem, amellyel y-t 1-es szinil él kot Ossze. Tehat osszesen legfeljebb két pont van kizarva, a
t6bbi 1989 pontbdl barmelyiket hozzavehetjiik xy-hoz. Attél nem kell félniink, hogy az \j pon-
tot x-szel és y-nal ugyanolyan szinl él fogja Gsszekotni, hiszen a feladat feltétele az Gj pontra is
vonatkozik.

Tegyiik fel ezek utan, hogy taldltunk mar k darab pontot, amelyek kozott futd k(k — 1)/2
él szine paronként kiilénb6zo. Megint nézziik meg, hany olyan pont van a maraddék kozott,
amelyik ,nem illik” a kivalasztott k-hoz. Nyilvin csak az olyan pontok nem illenek, amelyek a
kivalasztott k pont valamelyikével a k(k—1)/2 él szine koti 6ssze. Legyen x a k pont valamelyike.
A feladat feltételét ra alkalmazva azt kapjuk, hogy a ki nem véalasztott pontok kézott nincsen
kettd, amelyikhez azonos szinti él futna beléle. Vagyis x legfeljebb k(k — 1)/2 pontot zar ki. Ha
ezt mind a k pontra végigvissziik, azt kapjuk, hogy &sszesen legfeljebb k?(k — 1)/2 pont van
kizadrva. Ha tehat valamely k-ra ehhez a szamhoz k-t adva még 1993-néal kevesebbet kapunk,
akkor ki tudunk valasztani egy k + 1-edik pontot, amelyik ,,illik” hozzdjuk a feladat értelmében.

Mivel k + k%(k — 1)/2 k-val szigortian monoton névekszik és 16 + 16215/2 = 1936 < 1993, 17
megfelel6 pontot még ki tudunk valasztani.

1.20. a) Van benne 6tszog, azaz paratlan kor, tehat legaldbb harom szin kell a jélszinezéséhez.
Koénnyen beladthaté, hogy harom szinnel a pontok valéban jol is szinezhetok.

b) A ,kills6” 6tszog és a ,,bels6” élei egyarant jolszinezheték harom szinnel, ha tehat a ,kil-
16ket” egy negyedik szinnel szinezziik, ez a graf éleit négy szinnel jolszinezi. Masrészt konnyen
ellenérizhet6, hogy az élek nem szinezhetOk jol harom szinnel. A | kiils6”6tszog élei lényegében
egyértelmiien szinezheték jol harom szinnel. Ezutan a ,kiillok” szine mar meg van hatarozva és
lesz a ,bels6” 6tszdghen két szomszédos él, aminek kozos csicsaba futd kiillg szine valamely a
szind, és a masik két végpontjaba futd kiillé szine azonos, de a-tdél kiillonb6z6 szind.

1.21. Minden pont foka harom, tehat az élek csak gy szinezhetdk jol harom szinnel, ha minden
csiicsb6l mind a harom szinti él indul. Szamozzuk meg a szineket az 1, 2, 3 szdmokkal és hagyjuk
el a grafbdl a 3-szinii éleket. Kapunk egy 2-reguléris grafot, ami kérokbdl all. Ha tobb korbol
allna, akkor az egyik korben az 1-es és 2-es szineket felcserélve és a grafba visszatéve a 3-as szinli
éleket kapnank a graf éleinek egy olyan jélszinezését, amit nem kaphatunk meg a korabbibol
all6 graf pontosan egy kor, azaz egy Hamilton-kére a grafnak.

Megjegyzés. Azt is belattuk, hogy legaldbb harom Hamilton-kére van a grafnak.

1.1. Ha mindharom szini golyébdl csak véges sok volna, akkor e harom véges halmaz egyesitése
is véges volna, vagyis Gsszesen is csak véges sok goly6 volna.

1.2. Ha egy végtelen halmazt véges sok részhalmaz egyesitésére bontunk, akkor az egyik részhal-
maz végtelen lesz.

Vagy masképp: ha egy végtelen halmaz minden elemét kiszinezziik és a szinezéshez véges sok
szint hasznalunk, akkor az egyik szinbdl végtelen sok lesz.

1.3. a) A téglalapokat az origdval szemkozti csticesal jellemezziik és jeloljiik. Vegyiink tehat
egy kijelolt (a,b) téglalapot (vagyis egy kijelolt T' téglalapot, amelynek az origéval szemkozti
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Megoldasok 1. A skatulyaelv a grdfelméletben, 1.

csucsat (a,b)-vel jeloljiik). Ha van egy masik téglalap, amelyik tartalmazza az (a,b) pontot,
akkor tartalmazza az egész T téglalapot és kész vagyunk.

Ellenkez6 esetben minden tovabbi (¢, d) cstcsu téglalapnak vagy az elsé koordinataja kisebb
a-nal, tehat a lehetséges esetek ¢ = 1,2,...,a—1 pont, vagy a mésodik koordinataja kisebb d-nél,
tehat a lehetséges esetek d = 1,2,...,b — 1. Ha van két olyan téglalap, amelynek ugyanaz az
els6 koordinataja, akkor megint kész vagyunk. Ha van két olyan téglalap, amelynek a méasodik
koordindtaja azonos, akkor is kész vagyunk. De ha egyik eset sem allna fent, akkor Gsszesen
a + b — 1 téglalap lehetne csak, ami véges. Ez az ellentmondéas bizonyitja a feladat allitasat.

Misrészt ha n darab ilyen téglalapot akarunk megadni, amelyek koziil egyik sem tartalmazza a
masikat, akkor vegyiik az olyan téglalapokat, amelyeknek origdval szemkozti (a.b) csticsa kielégiti
az a + b = n egyenldséget (a,b > 0). Pontosan n darab ilyen téglalap van, s ezek koziil nyilvan
egyik sem tartalmazza a masikat.

b) Vegyiink egy tetszbleges t = 223 alakii kijelolt szamot. Ha van egy olyan kijelolt 2¢3¢ szam,
amelyre a < ¢ és b < d, akkor ezt a szamot osztja t. A tovabbiakban feltessziik, hogy ilyen szam
nincs a kijeloltek kozott.

Ha van két olyan kijelolt szdm, amelyben a 2 kitevoje megegyezik, ezek koziil is a kisebb
osztdja a nagyobbnak. Ugyanigy kész vagyunk, ha van két olyan kijelolt szam, amelyben a
harom kitev6je megegyezik. Marpedig most mar minden kijelolt 2¢3¢ szdmra ¢ < a, s ekkor a
lehetséges értékek ¢ = 1,2,...,a — 1 vagy d < b, s ekkor a lehetséges értékek d =1,2,...,d — 1.
Ez 6sszesen a + b — 2 lehet6ség. De végtelen sok téglalap van, tehat valamelyikbdl van legaldbb
kett6 (ennél tobbre nincs sziikségiink!), s ezek kozil a kisebb osztéja a nagyobbnak.

Megjegyzés. A megolddsok menete mutatja, hogy a két feladat lényegében azonos. Ennek
igazolasdhoz elég az (a,b) cstcsu téglalaphoz (értsd: ahhoz a téglalaphoz, amelynek origdval
szemkozti csticsa (a,b)) hozzarendelni a 293 szamot.

1.4. A bizonyitast k-ra valé indukciéval végezziik. A k = 2 esetet az 1.3 bizonyitja. Tegyiik fel,
hogy mar k — 1-re tudjuk az &allitast.

Vegyiink ki egy tetszdleges megadott szamot, legyen ez a t = p{'p5?...p* szdm. Ha van
olyan s = p?l pg2 .. .pzk szam, amelyre a megfelel6 b; kitevok mindegyike > az a; kitevénél, akkor
e két szam j6, mert t|s. Ellenkez6 esetben minden s szdmban valamelyik kitev$ kisebb, mint
a megfelels t-beli kitevs. Vagyis valamelyik i-re b; = 1,2,... vagy a; — 1. Osszesen véges sok
(k darab) a; van, és minden esetben csak véges sok lehet&ség. Ez Osszesen is csak véges sok
lehetOség, tehat valamelyik esetbél végtelen sok van. Szimmetria okokbdl feltehetjiik, hogy a
k-adik prim fordul el végtelen sokszor ugyanazon a (ag-nal kisebb) kitevén.

Most mér csak ezt a végtelen sok szamot kell figyelniink. Ha ezekbdl elhagyjuk az (azonos)
pzk kitev6t, akkor végtelen sok olyan szamot kapunk, amelyek koziil mindegyiknek a primosztoéi
k — 1 prim koziil keriilnek ki. Ezekrél mar tudjuk, hogy van koztiikk ketto, amelyek kozil a
kisebbik osztéja a nagyobbiknak. De akkor ugyanez igaz a pzk—szeresiikre is, tehat az eredeti
szamok kozott is talalunk kettot, amelyek koziil a kisebb osztdja a nagyobbnak.

1.5. A tételt (ebben a formajdban) nyilvan elég megszamldlhatdan végtelen grafra (vagyis olyan
grafra, amelynek csicshalmaza — s igy élhalmaza is — megszamlalhat6) bebizonyitani.

Szamozzuk meg a csticsokat a természetes szamokkal. Mivel a cstcshalmaz megszamlalhato,
ezt megtehetjiik. Vegyiik az egyes szamu pontot (a tovabbiak kedvéért z1-gyel jeloljiik), és nézziik
meg, hogy a grafban végtelen sok ponttal van-e sszekotve. Ha igen, irjunk ré egy plusz jelet és
hagyjuk el azokat a pontokat, amelyekkel nincs dsszekétve. Ha az egyes szami pont a grafban
csak véges sok ponttal van 6sszekotve, akkor irjunk ra egy minusz jelet és hagyjuk el azokat a
pontokat, amelyekkel 6ssze van kotve. Mindkét esetben jeloljiik Hi-gyel a marad6 halmazt, ez
mindkét esetben végtelen halmaz.

A9



1. A skatulyaelv a grdfelméletben, 1. Megoldasok

Most keressiik meg a Hp halmaz legkisebb szamu elemét, legyen ez xo, és nézziik meg, hogy
végtelen sok Hi-beli ponttal van-e 6sszekdtve. Ha igen, hagyjuk el a tobbi pontot, és irjunk erre
a pontra egy plusz jelet, ha viszont csak véges sok ponttal van Gsszekotve, hagyjuk el ezeket,
és irjunk az xo pontra egy minusz jelet. A maradé ponthalmazt jeloljik Hs-vel. Ez a halmaz
tovabbra is végtelen halmaz, és igaz ra, hogy ha xo-re plusz jel van irva, akkor minden Hs-beli
pont Ossze van vele kotve, ha minusz, akkor Ho egyik pontja sincs Osszekotve vele, és ugyanez
igaz x1-re is.

Ezt az eljarast folytatva teljes indukcidéval minden n-re kivilasztunk egy x, pontot H, 1-
bél, és hozzéd H,_1 egy végtelen H, részhalmazat gy, hogy igaz maradjon az, hogy ha x;-re
plusz jel van irva, akkor H,, minden pontja Ossze van kotve vele, ha minusz jel van ra irva,
akkor H, egyik pontja sincs 6sszekotve vele. Minthogy H,,_; végtelen, ezt nyilvan tovabbra is
ugyanugy megtehetjiik, mint az els6 két esetben: legyen H,,_1 legkisebb pontja z,,. Ha z,, a H,,_1
ponthalmaz végtelen sok pontjaval van 6sszekotve, akkor plusz jelet irunk ra és elhagyjuk a tobbi
pontot, ha viszont H,,_1-nek csak véges sok pontjaval van Osszekotve, akkor ezeket hagyjuk el
és xn-re minusz jelet irunk. A maradé ponthalmaz lesz H,,.

Igy teljes indukciéval kivdlasztjuk a graf egy végtelen

L1, X2y« 3 Lpy---

ponthalmazat. Mivel minden n-nél nagyobb indexti pontot H,-bél (egy részhalmazabdl) vilasz-
tottuk, ezért igaz a kovetkezo: ha x,-re plusz jelet irtunk, akkor minden n-nél nagyobb indexti
ponttal 6ssze van kotve, ha minusz jelet irtunk ra, akkor egyetlen nagyobb indexii ponttal sincs
Osszekotve. Tehat a plusz jelil pontok egy teljes részgrafot alkotnak, mig a minusz jeliiek a kom-
plementerben alkotnak teljes részgrafot. E két ponthalmaz valamelyike végtelen (hiszen uni6juk
végtelen: kiadja az dsszes x;, pontot), tehat vagy a grafban, vagy a komplementerében talaltunk
végtelen részgrafot.

1. megjegyzés: A tételt tehat csak megszamldlhatéan végtelen grafokra bizonyitottuk be. De
minden végtelen grafnak van megszamldlhatéan végtelen részgrafja, igy ez elég is az altalanosabb
tétel bizonyitdsdhoz.

A tétel azonban ennél erésebb alakban is igaz:

Végtelen Ramsey-tétel/2: Barmely egyszerti végtelen grafra igaz, hogy vagy maga a graf
tartalmaz egy, a graf csicshalmazaval azonos szdmossagu teljes részgrafot, vagy a komplementere
tartalmaz egy megszamlalhatéan végtelen teljes részgrafot. Az allitds igy is fogalmazhaté: egy
N szamossagu egyszerl graf vagy tartalmaz N szamossagu teljes részgrafot, vagy tartalmaz tires
megszamlalhaté részgrafot.

Ennek az erésebb tételnek a bizonyitasdhoz mar nem elég az egyszerii teljes indukcid, tgyn-
evezett transzfinit indukciora van sziikség. Ezt itt nem részletezziik.

Az viszont altaldban nem igaz, hogy egy végtelen grafban vagy a komplementerében van
a csucshalmazzal azonos szdmossagu teljes részgraf. Sot, a halmazelmélet axiémaival Osszee-
gyeztethetd, hogy ez csakis a megszamlalhatd szamossagu grafokra igaz.

2. megjegyzés: E tételek felhaszndalasival koénnyen bizonyithatd, hogy ha egy megszamlal-
hatéan végtelen graf éleit k szinnel szinezziik, akkor valamelyik szinbdl van teljes végtelen rész-
graf. Masrészt ha egy N szamossagu graf éleit szinezziik k szinnel, akkor vagy az els6 szinbol van
N szamossagu teljes részgraf, vagy valamelyik masik szinbdl megszamlalhatéan végtelen teljes
részgraf.

3. megjegyzés: Ugyanugy, ahogy véges grafokra, végtelen grafokra is felvethetd a kérdés, hogy
adott N, és N, szamossig esetén milyen N szamossiagu grafokra tudjuk garantdlni, hogy ha a
graf éleit két szinnel szinezziik, vagy van elsé szin N, szadmossagu teljes részgraf, vagy van
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Megoldasok 2. A skatulyaelv grdafelméleti élesitései, 1.

masodik szinl N, szdmossagu teljes részgraf. Természetesen ezek a kérdések is altalanosithatok
t0bb szinnel valé szinezésre. A kérdésnek nagy irodalma van.

1.6. Legyen a sorozat ai,as,...,an,.... Definidlunk egy grafot, amelynek pontjai sorozatunk
elemei. A sorozat i-edik elemét a sorozat j-edik elemével akkor kotjiik Ossze, ha i < j és a; < a;.
A végtelen Ramsey-tétel szerint ebben vagy van végtelen teljes graf, vagy van végtelen tires
graf. Az el6bbi esetben a pontok egy szigoriian monoton névekvé részsorozatot alkotnak, utébbi
esetben egy monoton csokkenot.

Megjegyzés. A bizonyitott allitdsbol mar kovetkezik, hogy korlatos sorozatnak van konvergens
részsorozata. Hiszen van monoton részsorozata és az korlatos 1évén konvergens is.

Az is igaz, hogy korlatos (sikbeli) pontsorozatnak van konvergens részsorozata. Ha ugyanis a
pontsorozat koordinatai x,, y,, akkor mind az abszcisszdk, mind az ordinatédk sorozata korlatos.
El6szor kivalasztjuk az abszcisszak egy konvergens z,, részsorozatat. Majd az m; sorozatnak
kivalasztjuk egy olyan n; részsorozatat, amelyre mar az ordinaték y,; is sorozata is konvergens.

1.7. Ha megprobaljuk végigvinni az 1.5. feladatban alkalmazott gondolatmenetet, akkor a kovetkezd
helyzettel allunk szemben: van egy H (megszamldlhatéan) végtelen halmazunk, és ennek egy x
eleme. Venniink kell a H halmaz x,y, z alakt elemharmasait. Ezek két szinnel vannak szinezve.
Arra van sziikségiink, hogy H-nak legyen olyan szintén végtelen részhalmaza, hogy az abbdl
vett barmely két y, z pontra az x,y, z harmas szine azonos szinii legyen. Ha ezt tudjuk, akkor a
gondolatmenet valtoztatas nélkiil végigviheto.

Az az allitas viszont, hogy H-nak van ilyen végtelen részhalmaza, nem més, mint az 1.5.
feladatban bizonyitott Ramsey-tétel, hiszen éppen arrdl van sz, hogy a H —{x} végtelen halmaz
kételemili részhalmazai vannak két szinnel szinezve, s ezekbdl kell egy egyszinii végtelen teljes
részgrafot taldlnunk.

Megjegyzés. Az is vildgos, hogy k-ra vonatkozd teljes indukcioval ugyanigy bizonyithatd, hogy
ha egy megszamlalhatéan végtelen halmaz minden k elemi részhalmazat megszinezziik két szin
valamelyikével (minden k-as egy szint kap), akkor van olyan végtelen részhalmaz, amelynek
minden k-asa azonos szind.

2. A skatulyaelv grafelméleti élesitései, II.

2.1. a) azt kérdezi, hogy maximalisan hény éle van egy n ponti egyszerli grafnak, ha nincs
benne k pontui csillag (vagyis egy legalabb k — 1-edfokt pont)? Erre a K.I1.2.13. feladat ad
valaszt. Ha k paratlan, vagy k és n is paros, akkor az n ponti, k — 1-regularis grafok az extrém
grafok. (A pozitiv allitast tgy is fogalmazhatjuk, hogy egy legalabb n(k — 1)/2 + 1 éli grafban
van k pontu csillag.) Tehat — mivel a k ponti csillag K j—1-gyel azonos —

eKlykfl(TL) = n(k - 1)/27
ha n(k — 1) paros.

b) azt kérdezi, hogy maximalisan hany éle van egy n pontu egyszerii grafnak, ha nincs benne
k+ 1 darab fiiggetlen él. A K.I1.9.6. feladatban lattuk, hogy k = 1 esetben n = 3-ra a maximum
harom és az extrém graf a haromszog. Minden mas n-re a maximalis élszam n — 1 és az extrém
graf az n pontt csillag. (n = 4 esetén a haromszog plusz egy izolalt pont is extrém graf.) k =
= 2-re a K.I1.9.9. feladatban azt bizonyitottuk, hogy a maximalis élszam n > 6 esetén 2n — 3
(tehat 2n — 2 él esetén méar biztosan van harom fliggetlen él) és az extrém graf n darab olyan
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2. A skatulyaelv grdifelméleti élesitései, I1. Megoldasok

haromszogbdl all, amelyek egy kozos élben illeszkednek. (Vagyis két telitett pont van a grafban,
minden més pont masodfoku.)

Megjegyzés. Nagyobb k értékekre csak annyit bizonyitottunk, hogy e fiiggetlen &l < kn—k,
ha n legaldbb 2k + 2, és n = 2k + 1-re a teljes graf az extrém graf (1. a K.I1.9.7. feladatot).

c) azt kérdezi, hogy hany él kell ahhoz, hogy n pontd grafban legyen Hamilton-kor. A vélaszt
a K.I1.10.3. feladat adja meg: legalabb ("51) + 2 él kell. Tehéat

ec, (n) = <n;1> +1

Az extrém graf egy n — 1 pontu teljes graf plusz egy él.

2.2. a) Megfelel példaul a K.I1.8.3. feladatban szerepld graf. Ebben a gréafban vannak magasabb
foku pontok is.

b) Van 3-regularis graf is, amelyben nincs haromszog: ilyen a Petersen-graf. Ebben a grafban
négy hosszt kor sincsen. (L. a K.I1.8.4. feladatot.)

c) Péaros n-re vegyiik azt a paros grafot, amelynek mindkét osztalyaban n/2 pont van, és a
két osztély kozott minden él be van huzva (vagyis a K, /2.n/2 teljes paros grafot, paraltan n-re
pedig a K(,_1)/2,(n+1)/2 teljes paros grafot. Paros grafban nincs paratlan kor, igy harom hosszi
kor sincsen, masrészt a minimadlis fokszdm mindkét példdban [n/2].

2.3. A pontszamra vonatkozé teljes indukciéval bizonyitunk. Kezdé 1épés: ha n = 3, akkor az
allitas annyit mond, hogy ha harom él van, akkor van haromszog. Mivel a graf egyszerii, ez igaz.

A tovabbiakban a gondolatmenet a kovetkez6: ha minden pont foka ,nagy”, akkor az el6z6
(=1.3.) feladat szerint van benne haromszog. Ha viszont van ,kis” fokt pont, akkor azt elhagyva
a marad6 grafban még mindig ,sok” él marad és alkalmazhatjuk az indukciés feltevést. (Kicsit
kozelebbrél: ha a grafban minden pont foka legaldbb annyi, mint az élszamkorlatbdl kovetkezd
atlag, akkor alkalmazhaté az 1.3. feladat, ha viszont kisebb az &atlagndl, akkor elhagyasaval
novekszik az atlag, ezért alkalmazhaté lesz az indukci6.)

Tehat tegyiik fel, hogy n — 1-re mar tudjuk az allitdst. Legyen elOszor n paratlan. Vegyiink
egy n ponti grafot, amelynek tébb, mint (n? — 1)/4) éle van. Ha a grafban minden pont foka
legalabb (n + 1)/2, akkor az eléz6 (=1.3.) feladat szerint van benne haromszog. Ha viszont van
benne egy legfeljebb (n — 1)/2 foku x pont, akkor hagyjuk el a grafbél z-et és a beldle induld
éleket. A maradé n — 1) ponti (egyszerti) grafnak tobb, mint (n — 1)2/4 él marad. Az indukci6s
feltevés szerint tehat van benne haromszog.

Legyen most n = 2k paros és legyen G egy n pontt egyszerli graf, amelynek tobb, mint
n?/4 = k? éle van. Ha minden pont foka legaldbb k + 1 = [(n + 1)/2], akkor az el6z8 (=1.3.)
feladat szerint van benne haromszoég. Ha viszont van benne egy legfeljebb k-adfokt x pont, akkor
hagyjuk el a bel6le indulé élekkel egyiitt. Kapunk egy n — 1 = 2k — 1 pontt grafot, amelyben az
élszam tobb, mint k% —k > (n— 1)?/4. Az indukciés feltevés szerint van tehat benne haromszog.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Maésrészt az eléz6 (=1.3.) feladatban adott ellenpélda most is j6: ha az n pontot a lehetd
legegyenletesebben osztjuk két csoportra és csak a két csoport kozott futd éleket hizzuk be,
pontosan |n?/4] élii egyszer(i grafot kapunk, amelyben nincs haromszég. A bizonyitdsunkbél az
is kivehetd, hogy ez az egyetlen ellenpélda.

2.5. a) n-re vonatkoz6 teljes indukciéval bizonyitunk. n = 2-re az allitds tautoldgia. Tegyiik fel,
hogy 2n — 2 pontt grafokra mar tudjuk az allitdst és legyen G egy 2n ponti graf, amelynek
tobb, mint n? éle van. Az 1.4. feladat gondolatmenetét alkalmazzuk. Legyen x és y két éllel
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Megoldasok 2. A skatulyaelv grdafelméleti élesitései, 1.

0sszekotott pont. Ha az z-bol és y-bdl indulé élek szama legfeljebb 2n — 1, akkor elhagyhatjuk a
grafbol e két pontot a belélik induld élekkel egyiitt, s a marad6 2n —2 = 2(n — 1) pontu grafban
tébb, mint n? — 2n +1 = (n—1)2 él van, tehdt az indukciés feltevés szerint van benne megfelels
pontnégyes.

Akkor van csak ,baj”, ha x-bol és y-bol egyiitt legalabb 2n él indul. Nézziik, ez hogyan
lehetséges. Egy él koti Ossze Oket, tehat ,kifele” legalabb 2n — 1 él indul a maradd 2n — 2
pontba. Ez azt jelenti, hogy legalabb egy kozos szomszédjuk van. Ha legalabb ketté van, akkor
két kozos szomszéd és x,y egy megfeleld pontnégyes. Tehat feltehetjiikk a tovabbiakban, hogy
z-nek és y-nak pontosan egy kozos szomszédjuk van, legyen ez z. x,y, 2z tehat egy haromszoget
alkot, ez harom él, a marad6 2n — 3 pontba x és y koziil legfeljebb az egyikbdl indul él. Viszont
legaldbb 2n — 3 él indul ki a maradé 2n — 3 pontba, tehat minden tovabbi pontba pontosan az
egyikiikbol indul él. Ha tehat z-bol egy tovabbi u pontba indul él, akkor z,y, z, u egy megfeleld
pontnégyes. Megint kész vagyunk, kivéve, ha z masodfokt. De akkor z és y helyett ugyanezt y
és z-re elmondva azt kapnank, hogy x is méasodfoku, tovabba ugyanigy y is masodfoki, vagyis
barmely pont, amelybdl indul ki él, masodfoki és a graf pontdiszjunkt haromszdgekbdl all. Az
élszama tehat 2n. Ez viszont n > 1 esetén nem t&bb, mint n?. Ezzel a feladat a) részének allitasat
bebizonyitottuk.

Ha van két kozos szomszédjuk, akkor e két kozos szomszéd és x,y egy megfelelé pontnégyes.
Ha egy ko6z6s szomszédjuk van és van egy pont, amellyel sem x, sem y nincs 6sszekotve, akkor
szamoljuk Ossze azokat az éleket, amelyek egyik végpontja x vagy y. Van a kettot osszekoto él,
van a kozos szomszédba futd két él és van még legfeljebb 2n — 4 él, hiszen van legalabb egy
pont, amellyel egyikiik sincs Gsszekotve. Ez azt jelenti, hogy legfeljebb 2n — 1 él indul x-bdl és
y-bol. Ugyanez a helyzet akkor is, ha z-nek és y-nak nincs k6z6s szomszédja. Hagyjuk el tehat
x-et és y-t a beldlik indulé élekkel egyiitt a grafbol. A maradé 2n — 2 = 2(n — 1) ponti grafban
tébb, mint n? — 2n +1 = (n—1)2 él van, tehdt az indukcids feltevés szerint van benne megfelels
pontnégyes.

Maradt az az eset, amikor

b) Most is jé az a teljes paros graf, amelynek mindkét osztédlydban n pont van.

2.6. A kérdést a komplementer grafra atfogalmazva azt kapjuk, hogy legfeljebb hény éle van
egy olyan n ponti egyszerli grafnak, amelyben nincs haromszog. Erre a Turan-tétel (2.3. feladat)
szerint az a vélasz, hogy [n?/4].

2.7. a) A grafban az atlagfokszam 16/7 > 2, tehat van egy legalabb harmadfokt pontja. Egy
hét hosszu kor és egy atlé mutatja, hogy harom lehet is. Négy lesz a maximalis fokszam, ha
két darab négy pontt kort egy pontjanal ,0sszeragasztunk”. Ot lesz a maximalis fokszam, ha
vesziink 6t pontot, 6sszekotjiik egy hatodik ponttal, és hdrmat koziiliik 6sszekotiink egy hetedik
ponttal is. Hat lesz a maximalis fokszam, ha egy pontot 6sszekotiink hat masikkal, s e hat kézott
még két élt behtizunk.

b) A grafban az atlagfokszam 28/9 > 3, tehat biztosan van benne egy legaldbb negyedfoku
pont.

Ennél tobbet a maximalis fokszamrdél nem tudunk mondani, mert barmely négy és nyolc
kozotti d szamra tudunk most is olyan kilencponti, 14 éli egyszer grafot konstrudlni, amelyben
a maximalis fokszam éppen d. Ezt az olvaséra bizzuk.

2.8. Az n = 4 esetben két fliggetlen él elég ahhoz, hogy ne legyen a grafban harom fiiggetlen
pont, egy él viszont nem elég.

Az n = 5 esetben barmely négy pont kozt kell futnia legalabb két élnek. Ez azt jelenti, hogy
van legalabb harom él. De akkor van a grafban egy legaldbb méasodfoki pont. Ha ezt elhagyjuk,
akkor két élt hagytunk el, és a maradékban még mindig kell lennie két élnek. Vagyis Osszesen
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2. A skatulyaelv grdifelméleti élesitései, I1. Megoldasok

legalabb négy élnek kell lennie. Ennyi viszont lehet is: ha a graf egy élbdl és egy t6le pontdiszjunkt
haromszogbdl all.

Az n = 6 esetben az eléz6 bekezdés szerint kell lennie legaldbb masodfoku pontnak (mér
barmely 6t pont kozott kell lennie ilyennek) és ezt elhagyva a maradd 6t pont kozott kell futnia
legaldbb négy élnek, ez Gsszesen legalabb hat él. Ennyi lehet is: két pontdiszjunkt haromszog
megfelel.

Az n = 7 esetben ismét van egy legaldbb mdésodfokt pont, ezt elhagyva a maradé grafban
még mindig van legalabb hat él, ami Gsszesen legaldbb nyolc él. De akkor a grafban van egy
legalabb harmadfoki pont is (1. az 1.3. feladat a) részét). A maradé grafban van legalabb hat él,
ami Osszesen legalabb kilenc él. Egy négypontu teljes graf és egy tole pontdiszjunkt haromszog
a példa arra, hogy kilenc él lehet is.

Az n = 8 esetben megint van egy legalabb harmadfoki pont, ezt elhagyva a maradd hét-
pontu grafban pedig az el6zéek szerint legalabb kilenc él van, ez Gsszesen legaldbb 12 él. Két
pontdiszjunkt négypontt teljes graf példaja mutatja, hogy ennyi lehet is.

Az n = 9 esetben van egy legalabb harmadfokti pont. Ezt elhagyva a maradd nyolcponti
grafban az el6z6 bekezdés szerint van még legalabb 12 él, ami Osszesen legaldbb 15 él. Ekkor
az 1.3. b) része szerint van egy legaldbb negyedfoki pont. Ezt elhagyva a maradé nyolcponti
grafban még van legalabb 12 él, s ez Osszesen legalabb 16 él. Egy-egy pontdiszjunkt négyponti
és Otpontu teljes graf mutatja, hogy ennyi lehet is.

Megjegyzés. A bizonyitasban megfigyelhetjiik a kovetkezét: a grafban mindig egy legnagyobb
foku pontot kerestiink, majd alkalmaztuk az eggyel kisebb pontszamu grafra kapott eredményt.
A kulcs tehat az, hogy a maximalis fokszam két 1épésenként nétt eggyel, s ennek megfeleléen
az élszam novekménye is két 1épésenként nétt eggyel. A kovetkezd (=2.9.) feladat azt vizsgélja,
hogy ez a fokszamra vonatkozé szabdlyszeriiség érvényben marad-e.

2.9. Legyen G egy n pontt egyszerii graf, amelyben nincs fiiggetlen pontharmas. Ha a maximalis
fokszam k, akkor vegyilink egy tetszéleges x pontot és hagyjuk el az Osszes szomszédjaval a
grafbdl. Ekkor legfeljebb k 4+ 1 pontot hagytunk el. A marad6 graf minden pontja fliggetlen
x-t6l. Valasszuk ki koziilik a(z egyik) maximdlis fokut, legyen ez y, és hagyjuk el az Osszes
szomszédjaval. Igy legfeljebb tjabb k 4 1 pontot hagytunk el. Ha a grafban maradna még egy z
pont, ez sem x-szel, sem y-nal nem lenne 6sszekotve, igy x,y, z egy fliggetlen pontharmas volna.
Tehét a marad6 graf iires. Ezért az elhagyott pontok szdma n, mésrészt legfeljebb 2(k + 1).
Ebbél kovetkezik, hogy k legalabb [n/2].

Vagyis n = 2k + 1 és n = 2k + 2 pont esetén a maximélis fokszam legaldbb k + 1. Ennyi lehet
is, ezt utébbi esetben két pontdiszjunkt k + 1 ponti teljes graf unidja mutatja, elobbi esetben
egy k pontu teljes graf és egy k + 1 pontu teljes graf diszjunkt uniéja mutatja.

2.10. Jeldljik egyelére f(n)-nel a minimélis élszamot, és probédljuk alkalmazni a 2.8.) feladat
gondolatmenetét. Ha n = 2k 4+ 1 vagy = 2k + 2, akkor van egy legalabb k-adfokd pont (lasd
az eléz6, 2.9. feladatot). Ezt elhagyva a maradé grafban van legaldbb f(n — 1) él. Azt kapjuk
tehat, hogy

F2k+1) <k+ f(2k),
fRE+2) <k+ f(2k+1).

Az utébbiba az elébbit beirva azt kapjuk, hogy f(2k + 2) = 2k) + f(2k). Ha ezt folytatjuk,
akkor végiil arra jutunk, hogy

FE+2) <2k+1)4+2%k+...+4+ f(2) =20 +2+3+4+...+k) = k(k+1).
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Megoldasok 2. A skatulyaelv grdafelméleti élesitései, 1.

Ha a graf két darab pontdiszjunkt k& + 1 ponti teljes graf uniéja, akkor pontosan k(k + 1) éle
van, tehat f(2k + 2) = k(k + 1), vagy ami ugyanaz f(2k) = k(k —1).

Ugyanigy kiszamolhat6, hogy f(2k + 1) < k2, és egy-egy pontdiszjunkt k pontt és k + 1
pontd teljes graf uniéjanak pontosan k2 éle van és nincs benne pontfiiggetlen hdrmas. Tehét
f(2k+1) =K%

Ezzel ismét bebizonyitottuk Turdn tételét, most a kovetkezd formaban:

Turan-tétel. Ha egy n ponti egyszerti grafban nincs harom fiiggetlen pont (azaz barmely harom
pontja koziil valamely ketté kozott fut él), akkor

ha n = 2k paros, akkor legaldbb k? — k éle van,

ha n = 2k + 1 paratlan, akkor legaldbb k? éle van.

Mint emlitettiik (2.6. feladat), ez csak megfogalmazdsédban kiilonbozik a 2.3. feladatban ki-
mondott Turdn-tételtdl: itt a komplementer grifra fogalmaztuk &t az allitast. A tételre tobb
bizonyitast is adunk. Az itt adott két bizonyitason kiviil lasd még a 6.1. feladat megoldasat és
a K.I1.12.2. feladat megoldasat.

A bizonyitast nyomon kovetve az is kijon, hogy a megadott két példa az egyetlen példa f(n)
pontt grafra, amelyben nincs fiiggetlen harmas. A tételre adandé t6bbi bizonyitasbdl ez a tébblet
hamarabb megkaphat6. Ezt mar korabban bebizonyitottuk, itt nem bibelodiink vele.

2.11. a) A 2.9. feladat megolddsédnak gondolatmenetét, illetve az ott alkalmazott ,mohé algorit-
must” haszndlva valasszunk ki egy maximalis foki x pontot, hagyjuk el a szomszédjaival, majd
ismételjiikk meg ezt az eljarast még kétszer. A harmadik 1épés utdn nem szabad a grafban pont-
nak maradnia, kiilonben lenne négypontu teljes részgrafja. Vagyis a graf pontszama legfeljebb
3(d+ 1), ahol d a maximélis fokszam. Ebbél kovetkezik, hogy d legaldbb k.

b) esetben ugyanezzel a mddszerrel kapjuk, hogy a maximélis fokszam legalabb k. Mindkét
esetben van olyan graf, amely megfelel a feltételeknek és a maximalis fokszam k. Az altalanos
esetben venni kell m — 1 darab paronként pontdiszjunkt, k pontu teljes grafot és egy szintén
mindegyiktol diszjunkt k4 1 pontt teljes grafot. Itt a maximaélis fokszam k és nincs m + 1 darab
fliggetlen pont.

2.12. Jeloljuk f(n)-nel a keresett minimalis élszdmot.

A 2.11. feladat a) részébdl tudjuk, hogy ha n > 3k, és G olyan n pontt graf, amelyben nincs
fliggetlen pontnégyes, akkor G-ben van egy legalabb k-adfokd pont. Ha egy ilyen pontot a bel6le
indulé élekkel egyiitt elhagyunk a grafbél, akkor tovabbra sem lesz benne fliggetlen pontnégyes,
ezért tudjuk, hogy legfeljebb f(n — 1) éle van. Ebbél azt kapjuk, hogy

fBk+1) <k+ f(3k),
fBk+2)<k+ f(Bk+1),
fBE+3) <k+ f(3k +2).

Innen a harom egyenlet Gsszeaddsa utdn az jon ki, hogy

F3k+3) — f(3k) < 3k

Haezt k = 1,2,...,n—1-re 6sszeadjuk, és tekintetbe vessziik, hogy f(3) = 0, akkor azt kapjuk,
hogy f(3n) < 3n(n —1)/2.

Maésrészt az a 3n ponta graf, amely harom, paronként pontdiszjunkt n pontid teljes grafbol
all, pontosan 3n(n — 1)/2 éli és nincs benne fiiggetlen pontnégyes. Tehat f(3n) = 3n(n —1)/2.
(Ez a teljes graf éleinek mintegy harmada.)

Hasonléan kapjuk a fenti egyenletekbdl (most az utolsé helyett f(3k)-ra kell felirni az egyen-
letet és gy Osszeadni a harmat), hogy f(3k+2)— f(3k—1) <3k—1,sezt k=1,2,...,n—1l-re
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2. A skatulyaelv grdifelméleti élesitései, I1. Megoldasok

Osszeadva azt kapjuk, hogy
fBn—-1)<3n(n—-1)/2—(n—-1)=Bn-2)(n—1)/2.

Az a graf, amely két darab n pont teljes graf és egy n—1 pontt teljes graf pontdiszjunkt unidja,
pontosan ennyi élbél 4ll, és nincs benne fiiggetlen pontnégyes. Tehat f(3n—1) = (3n—2)(n—1)/2.

Végiil ugyanigy jon ki az is, hogy f(3k+1)— f(3k—2) < 3k—2,sezt ismét k =1,2,... ,n—1-re
osszeadva f(3n—2) <3n(n—1)/2—-2(n—1) = (3n—4)(n—1)/2. Az a graf, amely egy n ponti
és két n — 1 pontu teljes graf pontdiszjunkt unidja, pontosan ennyi éli és nincs benne fiiggetlen
pontnégyes. Tehdt f(3n —2) = (3n —4)(n —1)/2.

A minimalis élszdmot tehat mindig ugy kapjuk, ha vesszilk azt az ,extrém grafo”, amit agy
kapunk, hogy az n pontot beosztjuk lehetéleg egyenletesen harom csoportba és az egy csoportban
leviket Osszekotjiik. (Tehat harom olyan teljes graf pontdiszjunkt unigjat vessziik, ahol a teljes
grafok pontszama kozott legfeljebb egy a kiilonbség.)

Megjegyzés. Nem okoz ezutdn meglepetést, hogy az ugyanezzel a gondolatmenettel a 2.11.
feladat b) részébél megkaphatjuk azt is, hogy miniméalisan hény éle van egy olyan n pontu
grafnak, amelyben nincs £ fiiggetlen pont. A valasz: a minimumot a kévetkez6 graf szolgaltatja:
az n pontot felosztjuk a lehetd legegyenletesebben k — 1 csoportra (azaz gy, hogy barmely két
csoport elemszama kozott legfeljebb egy legyen a kiilonbség), és minden csoport pontjai egy-egy
teljes grafot feszitenek.

2.14. Jeloljik g(n)-nel a minimélis élszamot. Kiszamoljuk a kezddértékeit :

g(5) = 2 a feltétel szerint. g(6) = 3: harom fiiggetlen él j6; két él nyilvin nem elég.

g(7) = 5, egy haromszog és két fiiggetlen él j6; négy él nem elég, mert van koztitk kettd,
aminek kozos a végpontja, ezt és egy masik él egyik végpontjat elhagyva 6t pontot kapunk,
amelyek kozott csak egy él fut.

9(8) =7, két haromszog és egy fliggetlen él jo; hat él nem elég, mert van ha hat él van, akkor
vagy van egy harmadfokt pont, vagy van két masodfoki. Tehat elhagyhato két pont tgy, hogy
mar csak két él marad, egyiknek egyik végpontjat elhagyjuk és kapunk 6t pontot egyetlen éllel.

Most ratériink az altalanos esetre.

Nyilvanvalé a kovetkez6: ha egy grafban barmely négy pont kézott van legalabb egy él, akkor
teljesiti a feladat feltételét is. Ha tehéat egy grafnak legalabb f(n) éle van, ahol f(n) a 2.12.
feladatban definialt fiiggvény, akkor biztosan teljesiti a feladat feltételét. Tehdt g(n) < f(n). A
kérdés az, hogy g(n) lehet-e kisebb, mint f(n).

Emlékeztet6il: f(3n —2) = Bn —4)(n —1)/2, fBn—1) = 3n —2)(n — 1)/2, és f(3n) =
=3n(n—1)/2.

Ezek szerint n = 5,6,7,8 esetén f(n) = g(n).

Tegyiik fel, hogy valamely n-re g(n) < f(n), és vegyiik a legkisebb ilyen n-et. n > 9. Legyen
G egy olyan n pontu graf, amely megfelel a feladat feltételének és g(n) < f(n) éle van. Ekkor
a 2.12. feladat szerint van benne fiiggetlen pontnégyes. A feladat feltételébdl most kévetkezik,
hogy az n — 4 tovabbi pont mindegyike e négy pont koziil legaldbb kettével 6ssze van koétve. De
akkor e négy pont egyikének fokszdma legalabb (n —4)/2. Hagyjuk el ezt a pontot a beléle futd
élekkel egyttt. A feladat feltétele ,,6roklédé” tulajdonsag, azaz minden feszitett részgrafra, igy
erre az n — 1 pontu részgrafra is 6roklédik. Ennek tehat legaldbb g(n — 1) éle van. Azt kaptuk,

hogy

g(n) —g(n = 1) = (n—4)/2.

Vagyis az els6 helyen, ahol g(n) kisebb f(n)-nél, a g(n) figgvény ,nagyon” (kb. a pontszam
felével) novekszik. Masrészt f(n) a pontszamnak csak mintegy a harmadaval nd, s ez nagy n
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értékekre biztosan kevesebb. Rogton ki fogjuk szdmolni, hogy f(n) mar n > 9-re (n — 4)/2-nél
kevesebbel nd, ami nyilvan ellentmondas, hiszen tudjuk, hogy n legaldbb 9.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy f(n) — f(n —1) < (n —4)/2, ha n legalabb 9. Ez egyszerii
szamolés:

Han=3k—1ésk >3, akkor f(3k—1)— f(Bk—2) =k —1< (3k —5)/2.

Han =3k és k> 2 akkor f(3k) — fBk—1)=k—-1< 3k —4)/2.

Han =3k+16és k> 2, akkor f(3k+1)— f(3k) = (3k—1)k/2—3k(k—1)/2 = k < (3k—3)/2.

Ezzel a feladat megolddsat befejeztiik, a keresett g(n) fliggvény azonos az f(n) fiiggvénnyel.

2.1. Tekintsiik azt a grafot, amelynek pontjai a megadott 100 pont. Két pontot akkor kotiink
ossze éllel, ha (a feladat értelmében vett) tavolsdguk nagyobb a kor keriiletének harmadénal.
Ebben a grafban nem lehet haromszog, hiszen a harom pont altal meghatarozott harom kisebbik
koriv egytittes hossza nagyobb volna a kor keriileténél, ami lehetetlen. Tehat alkalmazhat6 Turan
haromszogekre vonatkozo tétele (2.3. feladat): ennek a grafnak legfeljebb 2500 éle van. Ezt kellett
bizonyitani.

2.2. a) A K.I1.17.5. feladat szerint barmely négy adott pont k6zott van kettd, amelynek tavol-
saga legfeljebb 1/1/2. Legyen egy ilyen tavolsag a PQ és hagyjuk el a P pontot. A maradé négy
pont kozott is van kettd, amelynek tévolsaga ,kicsi”, azaz legfeljebb 1/ V2, igy valéban taldlunk
legaldbb két ilyen tavolsiagot.

b) Vélasszunk ki mind a hat lehetséges médon 6t pontot az adottak koziil. Minden valasztdsnél
talalunk legalabb két ,kis” tavolsigot. Ez Osszesen 12. Egy ilyen ,rovid” PQ szakaszt harom
négy taldlhatunk meg, vagyis 6sszesen legaldbb harom kiilénb6z6 ,kis” tavolsagot talalunk.

c) Alkalmazzuk a b) pont gondolatmenetét. Vélasszunk ki mind a hét lehetséges médon hat
pontot az adottak koziil. Minden valasztasnél talalunk legalabb harom ,kis” tavolsidgot, ez Ossze-
sen 21. Egy-egy ,kis” szakaszt legfeljebb 6tszor taldlunk meg (ahdnyszor a maradd 6t pontbol
négyet kivalasztunk), tehét Gssesen legaldbb 21/5 tévolsagot taldltunk. AMDE. A téavolsagok
szama egész szam, igy legalabb 6t ,kis” tavolsagot talaltunk.

d) Ha most c) gondolatemenetét nyolc pontra hajtjuk végre, akkor 5-8/6 = 20/3 ,kis”
tavolsdgot taldlunk, s megint egész szam az ilyen tavolsdgok szdma, tehat legalabb hetet taldlunk.
Ha most megismételjiik a gondolatmenetet kilencre, akkor 7-9/7 =9 ,kis” tévolsidgot talalunk.

2.3. Az el6z0, 2.2 feladat megoldasaban hasznélt gondolatmenettel teljes indukciéval altalaban
is kiszdmolhaté, hogy a ,kis” (tehat 1/1/2-nal nem nagyobb) tévolsdgok szdma 3n pont esetén
legaldbb (3n? —3n)/2, 3n+1 pont esetén legaldbb (3n? —n)/2, végiil 3n+2 pont esetén legaldbb
(3n%+n)/2. Ez 3n pont esetén azt jelenti, hogy a ,nagy”, tehat 1/v/2 nagyobb tavolsdgok szdma
legfeljebb
3n(3n —1)/2 — (3n? — 3n)/2 = 3n2. A bizonyitashoz harom lépésben kell kiszdmolni az ad6d6
kifejezés fels egész részét. Most ehelyett egy elegansabb bizonyitast adunk a feladat allitdséara.
Tekintsiik azt a grafot, amelynek pontjai az adott pontok. Két pontot akkor kétiink dssze, ha
a tévolsdguk nagyobb, mint 1/v/2. A K.IL.17.5. feladat szerint barmely négy adott pont kézott
van kettd, amelynek tavolsdga legfeljebb 1/1/2, igy ebben a grafban nincs négypontt teljes graf.
Igy a 2.13. feladat szerint ennek a grafnak legfeljebb 3n? éle van, és ezt kellett bizonyitanunk.

2.1. k-ra vonatkozé teljes indukciéval bizonyitunk, éspedig k — 2-rél k-ra. Ehhez bevonjuk a
k =1 és k = 2 eseteket is. Szerencsére a k = 1 eset semmitmonddan igaz: kétponti és legalabb
kétéli egyszerti graf ugyanis nincsen, igy nem kell semmit bizonyitani. Viszont k = 2 esetén
nem igaz a feladat allitdsa, hiszen a négypontu teljes grafnak hat éle van és nincs benne Cs.
Az indukcids 1épést tehat k > 2-re fogjuk bizonyitani, de a k = 4 esetben figyelni kell arra,
hogy csak gyengébb feltételt tudunk. A tovabbiakban tehat k > 2 és feltessziik, hogy k& — 2-re
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mar k = 2 eset kivételével tudjuk az allitast, és az n = 2k pontt, k? + 1 éli grafra akarjuk
bebizonyitani, hogy van benne Cj.

Els6 1épésként megelégsziink kevesebbel: az 1.5. feladat szerint minden n = 2k pontii, k2 + 1
élti grafban van Cy. Legyenek ennek pontjai az 1,2,3,4 szamokkal jelolve gy, hogy az 12, 23,
34, 41 élek a grafban vannak. Jelolje a graf tobbi pontjanak halmazat T. T elemszédma 2(k — 2).
Tehat ha T-ben legalabb (k — 2)? + 1 él fut, akkor az indukciés feltevés szerint van benne Cy. A
tovdbbiakban tehét feltehetjiik, hogy T-ben legfeljebb (k — 2)2 él van. Ekkor legalabb 4k — 3 él
van, amelynek egyik végpontja az 1234 kor valamelyik pontja.

(Kiilon kell vizsgdlnunk a k = 4 esetet. Ekkor T-ben négy pont van. Ha kozottiik is legfeljebb
négy €l fut, akkor itt is 4k — 3 = 13 él marad, amelynek egyik végpontja az 1234 kor valamelyik
pontja. ,Baj” tehat csak akkor van, ha T-ben 6t vagy hat él fut. De ekkor valaszthatjuk ezt a
négy pontot 1234-nek és még azt is tudjuk, hogy a kornek legaldbb egy atldja van.)

Ha valamely ueT 6ssze van kotve e kor két szomszédos pontjaval, akkor maris taldltunk egy
Cs-6t. Tehat feltehetjiik a tovdbbiakban, hogy T" minden pontja a kor legfeljebb két pontjaval
van osszekotve. Ez legfeljebb 4(k — 2) él. A kor négy pontja kozott tehat legaldbb 6t él fut.
Feltehetjiik, hogy az 13 él be van htzva. Ez azt jelenti, hogy ha T valamely u pontja 2-vel
és 4-gyel is Ossze van kotve, akkor u2134u egy Cs-6t alkot. Ha a 24 él is be van htizva, akkor
ugyanez a helyzet, ha u az 1 és 3 pontokkal van 0Osszekotve. Mivel azt mar kizartuk, hogy
szomszédos pontokkal legyen 6sszekotve, ebben az esetben azt kapjuk, hogy T" minden pontja
koriink legfeljebb egy pontjaval van 6sszekétve, ami Gsszesen legfeljebb 2k —4 él. Ez a kor pontjai
kozott futd hat éllel is legfeljebb 2k + 2 < 4k — 3 él, ami ellentmondas.

(Itt megint kiilon kell vizsgalnunk a k = 4 esetet. Azt kaptuk, hogy a grafnak legfeljebb 2k +
+ 2 éle, plusz a T négy pontja kozott futd legfeljebb hat éle van, ami még mindig csak 16 él a
feltételezett 17 helyett. Ez is ellentmondas.)

Marad az az eset, ha 24 nem él a grafban, tehat a kor négy pontja kozott 6t él fut. Ekkor a kor
és T pontjai kozott legalabb 4k —3—5 = 4(k—2) él fut. Lattuk mar, hogy ez csak tigy lehetséges,
ha minden pont az 1 és 3 pontokkal van 0sszekotve. Legyen most T két éllel 6sszekdtott pontja
u és v. Most példaul az uld3vu egy Cs-6t alkot. Ha viszont T pontjai k6zott egyaltaldn nem
futna él, akkor a grafban sszesen 4k — 3 < k% + 1 él van, ami ellentmondés. (Itt a k = 4 esetet
nem kellett kiilon vizsgalnunk.)

Van olyan 2k pontt, k? él{i graf, amelyben nincs C5: a Ky teljes paros graf. Vagyis e (2k) =
= e3(2k) és az extrém graf is megegyezik. (Bebizonyithatd, hogy mas extrém graf Cs esetében
sincs.)

Ezzel a bizonyitast befejeztiik annak bizonyitdsat, hogy e5(2k) = k2.

2.2. a) Ha egy 6tponti grafban hét él van, akkor a komplementerében harom. Otpont1, haroméli
egyszeru graf — izomorfakat azonosnak tekintve — csak a kovetkezd lehet: egy haromszog és két
izolalt pont, egy négyponti Ut és egy izolalt pont, egy él és egy tole pontdiszjunkt kétéli ut.
Mindegyik komplementerében kénnyen talalunk Cy-et.

Példa hatélii grafra, amelyben nincs négy hosszii kor: két olyan haromszog, amelynek egy
pontja kozos.

b) Ha egy hatpontu grafban legalabb nyolc él van, akkor van benne olyan pont, amely legalabb
harmadfoki. Vegyiik a legnagyobb foki pontot, legyen ez x és legyen a fokszama d. Szomszé-
dainak halmaza legyen S, (|S;| = d), az x-szel 6ssze nem ko6tott pontok halmaza legyen N,
(INz| = 5—d). Nézziik az S, altal feszitett részgrafot. Ha ebben van egy masodfokd pont, akkor
két szomszédjaval és x-szel egyiitt egy négy hosszu kort alkotnak.

A tovabbiakban feltehet6 tehat, hogy az .S, altal feszitett részgrafban minden pont foka legfel-
jebb egy. Ez azonban azt jelenti, hogy ebben a részgrafban legfeljebb |d/2| él van. Ez eddig az
2-b6l indulé élekkel egyiitt d + [d/2] él.

Ha d = 5 volna, akkor a grafban nem volna tobb él, tehat az élszim maximum hét volna.
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Ha d = 4, akkor ez eddig hat él. N, egyetlen pontbdl all, ebbdl kell tehdt a maradd két élnek
kiindulnia. Mindkett6 csak S -be futhat, s ekkor e két él, s a végpontjaikat x-szel 6sszekoto két
él egy négy hosszu kort alkot.

Ha d = 3, akkor eddig csak négy éliink van. Sp-nek most két pontja van. Ha valamelyikbol
két él indul N, -be, akkor ugyanigy, mint az elébb, megint van négy hosszii kér. Ha viszont
mindegyikbdl csak egy-egy él indul N,-be, akkor ez csak ujabb két élt enged, N, csak egy élt
feszithet, ez Gsszesen csak hét él. Ezzel b)-t bebizonyitottuk.

Két pontdiszjunkt haromszog és egy 6ket 6sszekoto él olyan hatponti, hétéli graf, amelyben
nincs Cjy.

c) Ha egy hétpontu, tizéli grafban van legfeljebb mésodfokud pont, akkor hagyjuk el ezt az
x pontot a beldle indulé élekkel. A marad6 hatpontii grafban legaldbb nyolc él van, tehat b)
szerint van benne Cy.

Marad az az eset, ha minden pont foka legalabb harom. De ekkor az élszam legalabb 11, tehat
nem tizéli a graf.

Példa hétpontu, kilencéll grafra, amelyben nincs Cy: harom haromszog, amelynek egy kozos
csiicsa van.

Megjegyzés. A fenti bizonyitasban van egy kis triikkk. Csak pontosan tizéli grafokra bizonyi-
tottuk az allitast, mégis igaz a 11 éliiekre is, hiszen hagyjunk el egy tiznél tobb éli grafbdl éleket
addig, amig csak tiz éle lesz, s még mindig van benne Cj.

2.3. a) Az el6z6 (2.2.) feladat megoldasédnak jeloléseit és gondolatmenetét hasznaljuk. Tehét
legyen x egy d fokd pont, szomszédainak halmaza S, (|S;| = d), az z-szel &ssze nem kotott
pontok halmaza N, (|Ny| = n — 1 —d). Lattuk, hogy az S, altal feszitett részgrafban minden
pont foka legfeljebb egy, tehat ebben a részgrafban legfeljebb |d/2] él van. Az z-b6l indulé élek
szama d. Végill az N -et és S -et 0sszekoto élek szama legfeljebb n — 1 — d, ugyanis N, minden
pontjabol csak egy ¢l indulhat N -be. (Ha y € S, dssze van kotve z, 2" € N, -szel, akkor yzx2'y
egy Cy.)

Ez 6sszesen d + [d/2] +n—1—d=n—1+4 |d/2], ahogy &llitottuk.

b) Legyen G egy nyolcpontti, 12 élii egyszerti graf. Ha van benne egy legfeljebb masodfoki
pont, akkor hagyjuk ezt el a belSle indul6 élekkel egyiitt. Igy egy hétponti, legalabb 10 éli
grafhoz jutunk, s arrél a 3.1. feladat ¢) részébdl mar tudjuk, hogy van benne négy hosszi kor.

Marad az az eset, amikor minden pont foka legaldbb harom. Mivel 12 él van, ez azt jelenti,
hogy minden pont foka pontosan hirom.

Legyen x egy pont, S, a harom szomszédjanak a halmaza és N, a négy ,nem-szomszédjanak”
a halmaza. a) szerint az S, pontjaibdl induld élek szama legfeljebb nyolc. Igy N,-ben legalabb
négy élnek kell lennie. Ezek csak egyetlen esetben nem alkotnak egy négy hosszu kort: ha egyikiik
— legyen ez z az Osszes tobbivel Gssze van kotve, és két szomszédja kozt fut egy tovabbi él (1.
a 3.1. feladatot). De akkor z-nek mér nem lehet t6bb szomszédja, igy beléle nem futhat él S,-be.
Vagyis legfeljebb hdrom olyan él van, amely S,-et és N -et koti Gssze, ami azt jelenti, hogy az
S;-bdl induld élek szama legfeljebb 3 + 1 4+ 3 = 7. Ez viszont az N, -beli legfeljebb négy éllel
egylitt is csak legfeljebb 11 él volna. Ezzel minden esetet elintéztiink és megmutattuk, hogy ha
12 él van, akkor van egy Cy a grafban.

Ha hérom haromszoget egy-egy pontjandl ,0sszeragasztunk” (1. megint csak a a 3.1. feladat c)
részét), majd egy 4j pontot Osszekotiink két kiilonb6z6 haromszog egy-egy ,szabad” cstcsaval,
akkor olyan nyolcpontt, 11 éli grafot kapunk, amelyben nincs Cy.

Ezzel belattuk, hogy e4(8) = 11.

c¢) Legyen G egy kilencpontt, 14 élii egyszerii graf. Az ilyen grafban van egy legaldbb negyed-
fokt pont. Masrészt ha van egy legfeljebb masodfokt pontja, akkor hagyjuk el a beléle induld
élekkel egytitt, igy egy olyan nyolcponti grafot kapunk, amelynek legaldabb 12 éle van, tehat b)
szerint van benne négy hosszu kor.
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Marad az az eset, ha minden pont foka legalabb harom. Ekkor viszont egyetlen kivétellel
minden pont foka harom, tehat hat pont foka 3, egy ponté 4. Legyen a negyedfokd pont x, s
megint jeloljiik Sy-szel a négy szomszédjanak a halmazat, N, -szel a négy ,, nem-szomszédjanak”
a halmazat. Az S,-b6l induld élek szama a) szerint legfeljebb 10, tehdt N,-ben legaldbb négy
él fut. Ezek k6zott vagy van egy Cy, vagy van egy olyan pont, amelybdl mind a hdrom tovabbi
N_-beli ponthoz fut él (1. a 3.1. feladatot). De akkor ebbdl a pont méar nem futhat él S,-be. A
tobbbi harombdl is csak egy-egy él futhat S,-be, tehat S, pontjaibdl legfeljebb 4 +2 4+ 3 =9 él
indul. Ez viszont az N,-ben futd élekkel egyiitt is csak 13 él volna.

Ezzel belattuk, hogy minden kilencponti, 14 éli egyszerii grafban van Cy.

A megoldasbdl kapunk egy példat olyan grafra is, amely 13 éli, de nincs benne Cy. Ezt némi-
leg atrajzolva a kovetkezd grafot kapjuk: Osszeragasztunk két 6tszoget egy élénél, ez eddig nyolc
pont és kilenc él. A kilencedik pontot Osszekotjik az Otszogek Osszeragasztott élével szemkozti
csuccsal, és ezek egy-egy szomszédjaval, de arra kell vigyazni, hogy ne keletkezzen négyszog,
vagyis hogy a graf ne legyen szimmetrikus az Gsszeragasztott élre. Pontosan leirva: a graf pon-
tjai legyenek az x,y, z,u1, us, us, v1,v2,v3 pontok. A két Gsszeragasztott Otszdg xyuiususx és
ryvivovsx. A z pont Gssze van kotve az uo, us, v, v; pontokkal.

2.4. a) kovetkezik a 2.3. feladat a) részébdl.

b) abbdl kovetkezik, hogy ha egy gréafnak e4(n) éle van, akkor van egy olyan pontja, amelynek
foka legalabb d > 2e4(n)/n.

c) El6szor csak heurisztikusan okoskodunk. Legyen es(n) = nd, akkor minden olyan grafban,
amelynek ennyi éle van, van egy legalabb 2d-edfoki pont. Ha tehat nincs benne Cy, az csak dgy
lehet, ha legfeljebb n — 1 — [d]| 4+ e4(n — 1 — 2d) éle van. Itt prébaljuk meg az utolsé tagot is
(n — 1 — 2d)d-vel helyettesiteni. (Vagyis feltessziik, hogy e4(n) linedris n-ben, ami nem lesz igaz,
de ez a feltevés mégsem lesz til pontatlan itt.) Vagyis valami olyasmit kapunk, hogy nd ~ n +
+ (n—1-2d)d =n+nd— (14 2d)d. Ez azt jelenti, hogy d nagysdgrendileg \/n (pontosabban

n/2).

Ennek fényében prébéljuk bebizonyitani, hogy e4(n) < ny/n. Ezt n kis értékeire mar béven
tudjuk a 2.2. feladatbol. Tegyiik fel, hogy mar minden, n-nél kisebb értékre tudjuk. Legyen G
egy olyan graf, amelynek tobb, mint n+/n éle van és tegyiik fel indirekte, hogy nincs benne Cy.
Ekkor van egy olyan pontja, amelynek foka, d > 2/n. Alkalmazzuk erre a)-t és az indukciét.
Azt kapjuk, hogy grafunknak legfeljebb

n—1+1d/2]+(n—1—-dvn—1—d<n+n+(n—1-2n)*?
<n+n+(vn—1732=nyn—2n+4yn -1,

s utébbi mar n > 4-re kisebb n+/n-nél, ami ellentmond a grafra tett feltevésiinknek.
Ez az ellentmondéas bizonyitja az indukcids 1épést.

Megjegyzés. A 2.12. feladat megolddsa egy ennél szemléletesebb bizonyitast ad egy ennél
valamivel (egy 1/2-es szorzéval) élesebb allitasra.

2.5. a) vildgos.

b) Minden ponthoz rendeljiik hozzd a szomszédainak a halmazat. Mivel a graf 4-reguldris,
ezek a halmazok négyelemiiek. Masrészt a grafban nincs Cy, ezért e halmazok koziil semelyik
kettének nem lehet két (vagy tobb) kozos eleme. Ha ugyanis az a és a b ponthoz rendelt szom-
szédsagi halmaz tartalmazza z-et és y-t, akkor axby négyponti kor volna. Tehat a ,,szomszédsagi
halmazok” megfelelnek.

2.6. a) Ha volna 12 pontu, 4-regularis graf, amelyben nincs Cy4, akkor ismét alkalmazhato,
amit a 2.5. feladat b) részében csindltunk: minden ponthoz hozzarendeljiik a ,szomszédsagi”
halmazat. Igy 12 darab olyan négyelemi halmazt kapnank, amelyek koziil semelyik kettonek
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nincs egynél tobb kozos pontja. De egy-egy négyelemii halmaz 6 elempart fed le, tehat 6sszesen 72
elempart szamolhatunk Gssze e 12 halmazban. A 12 ponti halmazbol azonban csak 66 kiilonb6z6
elempart valaszthatunk ki. Tehat van olyan elempéar, amit a négyeleml pontok tobbszordsen
lefednek. Ha x-et és y-t egyarant lefedi az a-hoz és b-hez tartozd szomszédsagi halmaz, akkor
axby négyponti kor a grafban.

b) bizonyitdsa pontosan ugyantigy megy, mint a 2.5. feladat b)-é.

2.7. Megmutatjuk a kovetkezot: egy hételemil halmaznak megadhaté hét darab haromelemii
részhalmaza gy, hogy kozilik barmely kettének pontosan egy kozos eleme van. Ez jo ellen-
példanak, hiszen hétponti 3-reguldris graf egyaltaldn nincsen, mert a fokszamdsszeg nem lehet
paratlan.

A konstrukcié: Legyen a H halmaz hét eleme egy szabalyos haromszég harom csicsa, harom
oldalfelezd pontja és a haromszog silypontja. A hét hdromelemii halmaz: az egy oldalon levd
pontok (harom halmaz), a magassdgokon levé pontok (hdrom halmaz) és a beirt koron levé
pontok (egy halmaz). E halmazok koézil barmely kettonek pontosan egy kozos pontja van.

2.8. Rendeljiik hozza ismét a graf minden pontjahoz a vele 6sszekotott pontok halmazat. A 2.5.
a) része szerint ez a husz halmaz teljesiti azt a feltételt, hogy barmely kettének legfeljebb egy
kozos pontja van. Tegyiik fel, hogy minden pont foka legalabb 6t. Akkor minden ilyen ,szom-
szédséigi” halmaz legaldbb 6telemti és unidjuk huszelemi. A K.I1.19.5. feladat megoldasa szerint
viszont ilyenbdl legfeljebb 19 lehetne. Ez ellentmondaés.

2.9.

1. megoldas. A 2.8. feladat megoldasanak gondolatmenetét hasznaljuk. Vagyis azt hasznaljuk,
hogy ha G minden pontjahoz hozzarendeljik a vele 6sszekotott pontok halmazéat és van olyan
pontpdr, amelyet legalabb két ilyen halmaz tartalmaz, akkor (és csak akkor) van Cy a grafban.

Tekintsiik tehat ezeket a halmazokat. Mindegyik legalabb n + 1 elemii, tehat az dltala lefedett
pontparok szama legaldbb n(n + 1)/2. Osszesen n? halmaz van (mert G-ben ennyi pont van),
tehdt a lefedett pontparok szdma legalabb n3(n + 1)/2. Viszont a grafban ésszesen n?(n? —
—1)/2 kiilonb6z6 pontpéar van, ami kevesebb, tehat van olyan pontpér, ami tobb ,szomszédsigi”

halmazban is benne van. Ezzel a)-t is, b)-t is belattuk.

2. megoldas. A megoldast elmondhatjuk masképp is. Tekintsiik a graf ,cseresznyéit”, ezen
az egy pontban érintkezé xy,xrz élparokat értjiik. Nevezziik z-et a cseresznye tovének, y-t és
z-t a két szaranak. Pontosan akkor van a grafban Cy, ha van két cseresznye, amelyben y és z
megegyezik, vagyis van két azonos szarid, de kiillénbo6z6 t6vi cseresznye. Szamoljuk Ossze a graf
cseresznyéit. Ha egy pont d foki, akkor 6 pontosan d(d — 1)/2 cseresznye tove. A mi esetiinkben
tehat minden pont legaldbb (n+1)n/2 cseresznyének a téve. Ez dsszesen n®(n+1)/2 cseresznyét
jelent. Viszont a grafban pontosan (n* — n?)/2 y, z pontpar van, ami a cseresznyék szamanal
kevesebb. Ez csak ugy lehet, ha van két azonos szari, de kiilléonb6z6 t6vii cseresznye, és ezt kellett
bizonyitanunk. (V6. [3] 60. oldal.)

2.10. a) Ha ismét hozzdrendeljik minden csicshoz a ,szomszédségi” halmazit, azaz a vele
Osszekotott pontok halmazat, akkor tovabbra is igaz, hogy ha ezek kozott van kettd, aminek
legalabb két kozos pontja van, akkor (és csak akkor) van Cy a grafban. A 2.8. feladat megolddsdban
azt hasznaltuk, hogy ha minden halmaz legalabb 6telemii, és semelyik kettének nincs két kdzos
pontja, akkor nem lehet beléliik hiisz darab, legfeljebb 19, és ez ellentmondés. Csakhogy most
lehetnek két, harom vagy négyelemi halmazok is, és ezek kevés pontpart fednek le, tehét elképzel-
heté, hogy tobb ilyen halmaz van.
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2. A skatulyaelv grdifelméleti élesitései, I1. Megoldasok

b) Egy-egy ilyen szomszédsagi halmaz (d? — d;)/2 part fed le (d;-vel jelélve az i-edik cstics
fokszamat), tehét az Osszesen lefedett pontparok szdma

Yood2- ) diy)/2

1<i<n 1<i<n

A b) feladat erre a kifejezésre kér alsé és felsé becslést. Itt a mésodik dsszeg az élszam, e. Az elsé
osszeg pedig a K.I1.10.3. feladat szerint legfeljebb 2e2/n. A keresett alsé becslés tehat 22 /n — e.
Egyenloség csak regularis grafra all fenn.

1. megjegyzés. Ez az a 1épés, amivel sikeriilt az a)-ban jelzett nehézséget dthidalni. Lényegében
belattuk, hogy ha a fokszam nem egyenletes, akkor ,rosszabb” a helyzet, mintha a fokszam
egyenletes. Most mar alkalmazhatjuk a 2.8. feladat megoldasanak gondolatmenetét!

Ha a grafban nincs négyponti kor, akkor ebben az 6sszegben minden pontpart legfeljebb
egyszer szamoltunk meg. Tehat a teljes graf élszdama a fels§ becslés: n(n — 1)/2.

c) Legyen tehat G egy hiszpontu graf, amelyben nincsen kor. Vessiik 6ssze a b)-ben kapott
két becslést. Az élszamra, e-re a kovetkezd egyenlétlenséget kapjuk:

e?/10 — e < 190.

Ez pedig e > 50-re nem teljesiil. Tehat egy 20 pontt és legalabb 50 éld grafban van Cy.

2.11. Amikor egy pont ,szomszédsagi halmaza” altal lefedett pontparokat szamoljuk, ehelyett
szamolhatjuk az olyan cseresznyéket, amelyeknek ez a pont a tove. A szdmolas pontosan ugyanui-
gy megy. Vo. Elekes Gyorgy: Véges matematika ([3], 60-61. oldal) és ugyané: Kombinatorika
feladatok (]2] 64-65. oldal).

2.12. a) A 2.10. feladat szerint ha egy n pontu, e élii grafban nincs négyponti kor, akkor teljesiil
14 a 2e?/n — e < (n? —n)/2 egyenlétlenség. Ezt n-nel szorozva és egy oldalra rendezve a

4e® —2en —n3 +n? <0
egyenlotlenséghez jutunk. Ezt e-re megoldva:
e<n/4+Vin? —3n?/4 =n(\/n—3/4+1/2)/2 < ny/n/2 +n/4.

Ez valamivel élesebb a feladat c) részének &llitasanal.

b) Legyen p egy prim és legyenek a graf pontjai az 0,1,2,...,p — 1 szdmokbdl képezhetd
szamparok a (0,0) szampar kivételével. Ez n = p? — 1 pont. Az (a,b) és a (c,d) pontokat akkor
kotjiik ossze, ha ac + bd = 1 mod p. Rogzitsiik az (a,b) pontot. Ekkor pontosan p olyan (c,d)
pontpar van, amelyre ac + bd = 1 mod p (és a (0,0) pontpar nincs kozottik). Ugyanis a és b
koziil legaldbb az egyik nem nulla. Ha példaul b nem nulla, akkor bd egy teljes maradékrendszer
mod p, tehat minden c-hez pontosan egy d teljesiti a bd = 1 — ac kongruenciat. Ha b nulla, akkor
a-ra mondjuk el ugyanezt.

Nincs kizarva, hogy egy (a,b) pont énmagdval van dsszekotve (ez akkor fordul eld, ha a? +
+b? = 1 mod p), de ezeket a hurokéleket elhagyjuk.

Azt kaptuk, hogy minden pontnak vagy p, vagy p — 1 > /n — 1 a fokszdma. Ez azt jelenti,
hogy a graf élszdma legaldbb n/n/2 — n/2.

Belatjuk, hogy a grafban nincs négyponta kor. Ez ugyanis azt jelentené, hogy van két kiilon-
bo6z6 pontpér, (a,b) és (c,d), amelyeknek van két kozos szomszédja. Vagyis a graf definiciéja
szerint az

ar+by=1 (mod p)
cx+dy=1 (mod p)
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kongruencianak két kiilonb6z6 megoldasa volna az adott szamparok kozott. Megmutatjuk, hogy
ez lehetetlen. Megjegyezziik, hogy ,szemléletesen” arrél van szé, hogy a mod p szdmpéarok ha-
sonléan viselkednek, mint a valés szamparok, s a felirt két kongruencia két ,,egyenest” definial,
amelyek vagy ,,parhuzamosak”, vagy egy pontban metszik egymést. Azonos pedig csak gy lehet
a két egyenes, ha a két ,normalvektor”, (a,b) és (c,d) parhuzamos, de mivel a bal oldalon azonos
szam all, ez csak a = ¢, b = d esetén teljesiilne, amit kizartunk.

A kovetkez8képp bizonyitunk. Nyilvén elég megmutatni, hogy y (ha van), egyértelmiien meghataro-
zott: szimmetria okokbdl ugyanigy kapjuk, hogy x is egyértelmi (ha van megoldés).

Szorozzuk az els6 kongruenciat c-vel, a masodikat a-val (Gauss-féle eliminacid) és vonjuk ki
az elsobol a masodikat:

(be — ad)y = ¢ — a.

Ha bc — ad nem nulla mod p, akkor ennek a kongruencidnak pontosan egy megolddsa van
y-ra (minden mas fix), mert (bc — ad)y teljes maradékrendszer. Ha viszont be — ad = 0, akkor
a kongruencidnak csak ¢ = a esetén van megoldésa. De ebbdl és bc — ad = 0-bdl kovetkezik,
hogy b = d mod p, tehédt egyenldk is. Ez viszont azt jelentené, hogy az (a,b) és a (¢, d, ) szdmpar
kiilonbo6z6, amit kizartunk.

Ezzel belattuk, hogy a grafban nincs négyponta kor.

2.13. A 2.12. feladatban definialt grafban minden pont foka legaldbb p — 1 és nincs benne
négyponti kor. Viszont p tetszoleges prim lehet, tehédt a fokszdm tetszolegesen nagy lehet. Nincs
tehdt olyan m szam, amelyre a feladat allitasa igaz volna.

3. A skatulyaelv grafelméleti élesitése, I.

3.1. Vialasszunk ki taldlomra egyvalakit a hattagt térsasiagbol, mondjuk hivjsk 6t Addmnak.
Ha Adéam ismerései kozott van kettd, aki ismeri egymést, akkor 6k ketten és Addm megfelelnek.
Tehét feltehetjiik, hogy Addm ismerdsei koziil senki nem ismeri a mésikat. Ha tehdt Addm
ismer legaldbb harom embert, akkor hirom ismerése megfelel. Ha viszont Addm legfeljebb két
embert ismer a tarsasigbodl, akkor legalabb harmat nem ismer. Ha e ,nem-ismerései” kozott
van kettd, aki szintén nem ismeri egymést, akkor 8k ketten és Addm megfelelnek. Ha viszont a
,nem-ismerései” koziil senki nem ismeri a mésikat, akkor Addm harom ,nem-ismerése” harom
megfelel6 ember.

3.2. Viélasszuk ki a tarsasig egy tetszéleges A tagjat, és nézziik az ismerOseit. Biztos, hogy
ismerdsei koziil senki nem ismeri a maésikat, kiilonben 6k ketten és A hiarom ember volna, akik
kolesénosen ismernék egymast. Viszont ugyanezért A-nak nem lehet ketténél tobb ismerdse.
Maésrészt nézziik azokat, akiket nem ismer. Ezek koziil mindenki ismeri egymast, mert ha ket-
ten nem ismernék egymast, akkor 6k és A olyan harom ember volna, akik koziil senki nem
ismer senkit. Viszont ezért nem lehet A-nak ketténél tobb ,nem-ismerése” sem. Osszesen né-
gyen vannak rajta kiviil, tehdt két embert ismer, azok nem ismerik egyméast — és két embert
nem ismer, akik viszont ismerik egymast. Ezt a tarsasag mindegyik tagjarél elmondhatjuk. Ha
graffal abrazoljuk az ismeretségeket, akkor egy 2-regularis 6tponti grafot kaptunk. Nyilvanvalo,
hogy egyetlen ilyen van: az 6tponti kor (4tl6 nélkiil). Es éppen ezt allitja a feladat allitasa is.

3.4. Egy egyszinii haromszog van a 3.3. feladat szerint. Hagyjuk el e haromszog egyik x pontjat.
A marado6 6tpontu grafban vagy van még egy egyszinil hdromszog, vagy ugy van két szinnel
szinezve, hogy mindkét szinfi élek egy C5-6t alkotnak. (L. a 3.2. feladatot.) El&bbi esetben kész
vagyunk.
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3. A skatulyaelv grdfelméleti élesitése, I. Megoldasok

Utobbi esetben z-et az 6t pont koziil legalabb hdrommal azonos szint él koti 6ssze, legyen ez
az l-es szin. Az l-es szinli Cy szerint szamozzuk a pontokat mod 5, tehat az 123451 kor élei 1-es
szintiek. Minthogy harom 1-es szinti él indul z-bol, ezek koziil kettd a kor szomszédos pontjaihoz
indul. Ugy szdmozunk, hogy z 6ssze van kotve 1-gyel és 2-vel. Ha 3-mal vagy 5-tel is 1-es szinii
él koti ossze, akkor x12 mellett van még egy 1-es szinli hdromszogiink, ha viszont 3-mal is, 5-tel
is 2-es szint él koti Ossze, akkor 35 egy 2-es szinli hdromszog.

A harom-haz-harom-kit” (K3 3) grafban nincs hdromszog (mert paros graf) és a kompelemtere
két diszjunk hiromszog. Legyenek a két diszjunkt haromszog élei 1-es szintiek, a tobbi él 2-es
szinli. E mellett a szinezés mellett nincs harom egyszinii hdromszog.

3.5. a) Vegyiink egy x pontot a grafbol. Nézziik, hany szomszédja lehet. Tudjuk, hogy a szom-
szédai kozott nem futhat él. Ha van legalabb négy szomszédja, akkor ezek a komplementerben
egy teljes négyest alkotnak. Ha viszont legfeljebb harom szomszédja van, akkor van hat olyan
pont, amellyel nincsen 6sszekétve. Nézziik az ezek altal feszitett részgrafot. Itt a 3.1. feladat
szerint vagy van haromszog, vagy a komplementerben van haromszog. Az elébbi esetet kizar-
tuk, tehat a komplementerben van haromszog. Ennek pontjai x-szel egyiitt egy négypontu teljes
grafot alkotnak.

b) Az a) részben azt kaptuk, hogy ha a grafban nincs hdromszog, és egy pontnak legalabb
négy szomszédja van, vagy legaldbb hat ponttal a komplementerben van 6sszekotve, akkor van
a komplementerben teljes négyes. Egyetlen eset marad: ha minden pont foka harom (és a kom-
plementerben 6t). De kilencpontii grafndl ez nem fordulhat el, hiszen akkor a fokszdmosszeg
paratlan volna. Belattuk tehat, hogy 9 — (3,4).

A ¢) részre a 3.7. feladatban fogunk védlaszolni. Az vildgos, hogy ha van ellenpélda, ott minden
pont foka legfeljebb harom.

3.6. Tegyiik fel, hogy van négypontu teljes részgraf és legyen egyik pontja x. A mésik harom
pont csak x szomszédai kozul keriilhet ki. Legyenek a szomszédai y, z,u,v. A feladat feltétele
szerint hidnyzik példaul az yz és az uv él. Ezért y és z koziil legfeljebb az egyik szerepelhet
a teljes négyesben, s ugyanugy u és v koziil is. Ez viszont 6sszesen legfeljebb harom pont. Az
ellentmondds bizonyitja a feladat allitasat.

3.7. A gréf alljon egy nyolcponttd korbdl: zizs ... xzgx és minden pontot kossiink még Gssze a
szembenlevé ponttal. Ez a graf csicstranzitiv (minden pontjabdl ugyanigy néz ki), ezért elég
belatni, hogy nincs benne olyan haromszog, amely tartalmazza x; és a komplementerében sincs
olyan teljes négyszog, amely tartalmazza xi-et. Valéban: x; szomszédai kozott a grafban nem
fut él, tehat nincs benne haromszog. Masrészt nézziikk a komplementer grafot. Ez 4-regularis
graf. A komplementerben i szomszédai x3, x4, ¢, x7. Viszont az x3xy és az xgxry €l nem a
komplementerben fut, igy a 3.6. feladat szerint a komplementerben nem lehet négypontu teljes
graf.

3.8. a) Nem kovetkezik.
b) Kovetkezik. Ha ugyanis sem egyik szinb6l sincs Ky, akkor 9 — (4,3)-bdl kovetkezik, hogy
van 2-es szinli hdromszog, és 9 — (3,4)-b6l kovetkezik, hogy van 1-es szinii haromszog.

3.10. n-re vonatkoz6 teljes indukciéval bizonyitunk. Ha n = 2, akkor r(2,3) = 3 igaz. Ha n = 3,
akkor beldttuk, hogy r(3,3) = 6 = (;1) Ha n = 4, akkor azt is lattuk, hogy r(4,3) = 9 < (g)
Tegytik fel, hogy n — 1-re mar tudjuk az allitdst és legyen G egy (";rl) pontu graf. Azt kell
beldtnunk, hogy vagy van benne K, vagy van benne harom fiiggetlen pont.

Vegylink egy tetszoleges x pontot és tekintsiik a vele 6ssze nem kétott pontokat, ezek halmaza
legyen H. Ha H valamely két pontja kozott nem fut él, akkor e két pont és x egy fliggetlen
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pontharmas. Ha viszont barmely két pontja kozott él, akkor H pontjai teljes részgrafot alkotnak.
Ha tehat H-ban legaldbb n pont van, akkor van a grafban K.

Marad az az eset, amikor H-nak legfeljebb n — 1 pontja van. Ez viszont azt jelenti, hogy x
legaldbb (";rl) —n = (3) ponttal van ésszekétve. Az indukcids feltevésiink szerint tehdt az altaluk
feszitett részgrafban vagy van iires harmas, vagy van K,. Ezzel az indukcids 1épés bizonyitasat
befejeztiik.

3.11. a) Alkalmazzuk ebben az esetben is a 3.10. feladat gondolatmenetét. Vegyiink egy r(n, k—
— 1) 4+ r(n — 1,k) pontu egyszerii grafot és annak egy x pontjat. Tekintsiik a vele 6ssze nem
kotott pontok altal feszitett részgrafot. Ha ebben van K, akkor kész vagyunk. Ha van k — 1
fliggetlen pont, akkor ezek x-szel egyiitt k fliggetlen pontot alkotnak, és megint kész vagyunk.
Ha viszont egyik sem teljesiil, akkor legfeljebb r(n,k — 1) — 1 ponttal nincs 6sszekotve x, tehat
legaldbb r(n — 1, k) ponttal 6ssze van kotve. Vagyis a szomszédai altal feszitett részgrafban vagy
van K, 1, s ennek pontjai z-szel kiegészitve egy K,-et alkotnak, vagy van k fiiggetlen pont.
Tehéat minden esetben kész vagyunk a bizonyitdssal.
a)-bdl b) a Pascal-haromszog képzési szabalya szerint kovetkezik teljes indukciéval.

3.1. Vegyiink egy embert a tarsasagbol. o) valamelyik nyelven legalabb hat emberrel levelezik.
Feltehetjiik, hogy francidul. Ha e hat levelezOpartnere koziil ketten szintén franciaul leveleznek,
akkor megvan a harom ember, akik egymdéssal egy nyelven leveleznek. Ha viszont e hat lev-
elezopartnere koziil senki nem levelezik senkivel francidul, akkor ¢k csak két nyelvet hasznalnak.
Nézzik azt az altaluk mint szogpontok &ltal alkotott grafot, amelyben a német nyelvil lev-
elezések az élek. Ebben a hatpontt grafban a 3.1. feladat szerint vagy van haromszog, vagy
van iires haromszog. El6bbi esetben taldltunk harom embert, aki németiil levelezik egymaéssal,
utébbi esetben taldltunk harom embert, aki angolul levelezik egymaéssal.

3.2. A 3.1. feladat szerint barhogyan vélasztunk 17 pontot, azokbdl kivalaszthaté harom, ame-
lyek kozott futé hérom él egyszini lesz. Igy (17) egyszinfi hdrmast taldlunk. Nézziik, hanyszor
szamolhattunk meg egy egyszinii harmast. Nyilvan annyiszor, ahdnyféleképpen a t&bbi 14 pontot
kivalaszthattuk hozzé. Ezt (mlf)—féleképp tehetjiik meg. Tehat legfeljebb ennyiszer szdmoltunk
egy egyszini hirmast, igy legalabb

m m—3
(17>/< Y )zm(m—l)(m—Q)/408O

egyszinfi harmast kaptunk. Ez az osszes, azaz ('y) = m(m —1)(m — 2)/6 harmasnak a 680-ad
része.

3.3. Igen. Osszuk a graf cstcsait négy osztdlyba, legyenek ezek A, B, C és D. Az AA, BB, CC
és DD éleket szinezziik pirosra, az AB és C'D éleket szinezziik kékre, a tobbit, tehat az AD,
BC, BD és AC éleket szinezziik zoldre. Ez a szinezés megfelel.

3.4. A kényelem kedvéért fogalmazzuk at a feladatot grafokra. Adott egy 3n + 1 pontu teljes
graf, amelynek éleit harom szinnel, T-vel, P-vel és S-sel gy, hogy minden csiicsbél, az onnan
kiindulé élek kozil ugyanannyi (n) él lesz T, P és S szinli. Az a kérdés, hogy legaldbb hény
ytarka” harmast tudunk garantalni, azaz olyat, amelyekben mind a harom szin szerepel.

Jeloljiik a ,tarka” haromszogek szaméat Hs, az egysziniiekét (tehat ahol mind a hirom él
azonos szinil) Hy és az olyanokét, amelyekben két szin szerepel, Hs. Vezessiik be a ,,cseresznye”
fogalmat. Ez két, egy cstucsbdl induld élbol allo alakzat. Ha megszamoljuk kétféleképpen, hogy
hany egyszinii cseresznye van, akkor azt kapjuk, hogy

3H1 + Hy=(3n+1)3n(n—1)/2
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)

hiszen egy egyszini haromszogben harom, egy kétsziniiben egy egyszinii cseresznyét talalunk;
mésrészt minden cstcsban minden szinbél (5)-t.
Ha 6sszeszamoljuk kétféleképpen, hogy hany kétszinii cseresznye van, akkor viszont azt kapjuk,

hogy
2H, + 3H3 = (3n + 1)3n>

)

hiszen egy kétszinli hdromszogben két kétszin(i cseresznye van, egy haromszintiben pedig harom.
Masrészt egy csticsbél induld cseresznyék koziil példaul T és P szinli cseresznyébdl n? van, és
hérom ilyen szinpérositas lehetséges.

Ha most a mésodik eredménybdl kivonjuk az elsé kétszeresét és osztunk harommal, akkor
atrendezés utan azt kapjuk, hogy

Ez az eredmény maris t6bb, mint a K.I1.19.2. feladat megolddsandl kapott (3n + 1)n becslés.
Persze, még mindig kevés, a feladat most tgy moédosult, hogy most mar az egyszinli harom-
szogekrdl kell belatnunk, hogy az Gsszes haromszog pozitiv szazalékat adjak nagy n-re is. Itt
megkérdezhetnénk, hogy miért jobb nekiink, hogy Hi-et kell megbecsiilniink, mint az eredeti
feladat, ahol Hs-at kellett becsiilniink. Erre elég érdekes véilasz adhato, s ezt a 3.3. feladat tar-
talmazza: ha egy m cstcsu teljes graf éleit harom szinnel szinezziik, akkor még ha kikotjiik is,
hogy mind a harom szint hasznalni kell, akkor sem biztos, hogy lesz benne haromszinti harom-
sz6g. Viszont egyszinli biztosan lesz benne, ha m legaldbb 17 - ezt a ?7?. feladatban lattuk. Tehat
van 14 reményiink, hogy konnyitettiink a helyzetiinkon. Es valéban: a 3.2. feladat szerint egy
ilyen szinezésben a harmasoknak legalabb a 680-ad része egyszinii!

Tehéat 3n + 1 > 17, azaz n > 6 esetén méar kész is vagyunk: belattuk, hogy a mi esetiinkben
a ,tarka”, azaz haromszini haromszogek szama legalabb 340-ed része az Osszes harmasnak. n
kisebb értékeire az 4llitas abbdl kovetkezik, hogy mar (3n + 1)n is tobb, mint 340-ed része az
6sszes harmasnak (2/(3n — 1) > 1/340, ha n < 227 — eredményiink csak ilyen n-ekre jobb, mint
amit a K.I1.19.2. feladat megoldasanal bizonyitottunk.

Megjegyzés. A 340-es konstans javithatd. Errél részletesebben ldsd a K6Mal 1988 /8-9. szdmaban
Suranyi Laszld: Megjegyzések az 1987. évi Kiirschak Jozsef matematikai tanuloverseny 3. fela-
datdhoz. cimi cikkét.

3.5. n-re vonatkozé teljes indukciéval belathat6, hogy ha egy 1+ n!(1/0! 4+ 1/11+ ... 4+ 1/n!)
pontu teljes graf éleit n szinnel szinezziik (egy él egy szint kap), akkor van egyszinii haromszog.
Koénnyen kiszamolhaté ugyanis, hogy ha vesziink egy tetszbleges x pontot, akkor valamelyik
szinb6l legalabb 1+ (n—1)! (1/01+1/1!+...+1/(n—1)!) él indul ki belSle. Innen az a 3.1. feladat
megoldasanak gondolatmenete alkalmazhaté: vagy van ebbdl a szinbdl egy él x szomszédai kozott
és akkor ez az él és a végpontjaihoz z-bol vezetd két él egyszini, ellenkezd esetben ez a szin ki
van zarva a szomszédok koziil és akkor alkalmazhatunk indukciét n-re.

3.6. Ha az n; szamok egy kivételével 2-vel egyenldk, akkor az r(2,...,2,n;,2,...,2-fiiggvény
értéke n. Hiszen az allitas éppen azt mondja ki, hogy vagy minden él az i-edik szint kapta, vagy
van més szinil él is. Masrészt a 3.11. feladat gondolatmenete atvihetd tobb szinre is, és akkor
azt kapjuk, hogy

r(ny,ng,...,ng) <r(ny—1,ng,...,ng) +r(ny,ne —1,...,n%) + ... +r(n1,n9,...,nE — 1).
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Megoldasok 3. A skatulyaelv grifelméleti élesitése, I.

Vegylink ugyanis egy
r(ny —1,ng,...,n,) +r(ni,ne —1,....n%) + ... +r(ng,ng, ..., ng — 1)

pont teljes grafot és szinezziik ki éleit k szinnel tetszolgesen. Vegyiink egy = pontot és nézziik a
bel6le kiindulé els6 szini éleket. Ha ezekbdl legaldbb
r(ny — 1,n9,...,ng) darab van, akkor ezek végpontjai kozott vagy van els6 szini teljes n; —
— l-es és akkor x-et hozzavéve van teljes ni-es, vagy valamelyik masik i-re van ¢ szindi teljes n;
ponti rész. Ugyanigy jarhatunk el barmelyik més szin esetén. Ha viszont minden i-re kevesebb
volna az ¢ szinii éllel 6sszekotott szomszédok szama, akkor a graf pontszama is kevesebb volna
a megadottndl.

Innen az Osszes n;-re vonatkozd teljes indukcidval az altaldnos Ramsey-tétel nyilvanvaléan
kovetkezik.

3.1. Vagy a grafban, vagy a komplementerében legaldbb nyolc él van, mert 6sszesen a kettoben
15 él van. Viszont egy nyolcélii egyszerli grafban van négy hosszi kor a 3.1. feladat b) része
szerint.

3.2. a) Ha G egy 6tpontu kor (C5), akkor a komplementere is az és egyikben sincs Cy.

b) Alljon a graf egy 2n — 1 ponti teljes grafbél és egy n — 1 pontu teljes grafbél. Ebben a
grafban nyilvan nincs Cy,, hiszen mindkét komponensének kevesebb pontja van 2n-nél. Viszont a
komplementer egy paros graf, amelynek egyik osztalydban csak n—1 pont van, igy a leghosszabb
kor is csak 2n — 2 pontbdl All.

c) Alljon a graf két n — 1 pontd pontdiszjunkt teljes grafbol. Ebben a grafban nyilvan nincs n
pontt kor. A komplementere viszont paros graf, abban tehat egyaltalan nincs paratlan kor, igy
C,, sem.

3.3. a) A pontokat szamokkal jeloljik. Legyen az 6tszog 6t pontja (sorrendben) 1,2,3,4,5. Ha az
Otszog valamelyik atléja a grafban van, akkor kész vagyunk, hiszen ez az atlé egy négyhosszu kort
zar be. Ha viszont minden 4tlé a komplementerben van, akkor az 135241 a komplementerben
egy Othosszil kor. Vegyiik a hatodik pontot, ez vagy a grafban, vagy a komplementerben az
Othosszl kornek legalabb harom pontjaval van 6sszekotve, igy Gssze van kotve a megfelel§ kor
két méasodszomszédjaval is. A két masodszomszéd, a koztik levé pont és a hatodik pont egy
négy hosszu kort alkot.

b) Ha a grafban van Cg, akkor legaldbb hat pontbdl all, igy a) szerint kész vagyunk, ha van
benne C5. Ha viszont nincs a grafban sem 6t-, sem négyhosszu kor, akkor a hatszog (Cs) minden
atléja a komplementerben kell, hogy legyen. Tehdt példaul 13641 egy C4 a komplementerben.
(A hatszog pontjait most is sorba szamoztuk.)

c¢) n-re vonatkozo teljes indukciéval bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy minden n-nél kisebb szam-
ra mar tudjuk az allitast, és legyen adva egy graf, benne egy n hossza kor. Ha ennek a koérnek
valamelyik atloja a grafban van, akkor taldltunk egy n-nél révidebb (és legalabb négyhosszil)
kort. Ebbdl az indukciés feltevéssel kovetkezik az allitds. Ha viszont minden &tlé6 a komple-
menterben van, akkor példaul 13n41 egy Cy a komplementerben.

3.4. A pontokat ismét szdamokkal jeloljik.

a) Legyen a C7 az 12345671 kor, a szdmozast mod 7 tekintjiik (tehat példaul a 9-es pont azonos
a 2-essel). Ha valamely i-re a grafban van az i és i + 2-t 6sszekot6 él, akkor ez egy Cg-ot zar
be és kész vagyunk. Ha minden i-re a komplementerben van az él, akkor az 13572461 egy Cr-et
alkot a komplementerben. Ha valamely i-re az i-t és ¢ 4+ 4-et Osszekoto él a komplementerben
van, akkor a komplementerben talaltunk egy Cr-et. Ha viszont minden 4,7 4+ 4 él a grafban van,
tehat példaul az 15 és a 37 él is a grafban van, akkor az 1567321 egy Cg a grafban.
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3. A skatulyaelv grdfelméleti élesitése, I. Megoldasok

b) Legyen a Cg az 123456781 kor, a szdmozast mod 8 tekintiik. Ha valamely 4,742 él a grafban
van, akkor van C7 a grafban, s ekkor a) szerint kész vagyunk. Ha valamely 4,7 + 3 él a grafban
van, akkor ez egy Cg-ot zar be és ismét kész vagyunk. Marad az az eset, ha minden ilyen él a
komplementerben van. Ekkor viszont az 1368241 egy Cg a komplementerben.

3.5. A pontokat ismét szamokkal jeloljik.

a) Legyen a Cy az 1234567891 kor, a szamozast mod 9 tekintjitkk. Ha valamely i-re az i,7 + 2
él a grafban van, akkor ez a kor tobbi pontjaval egy Cg-at zar be. Ha minden ilyen él a kom-
plementerben van, akkor 1357924681 egy C9 a komplementerben. Ha ennek egyik legrévidebb
atléja szintén a komplementerben van, akkor a komplementerben van egy Cg. Ellenkez6 esetben
minden 4,7 + 4 él a grafban van. Ekkor az 159432761 kor egy Cs a grafban. (A 2,7 él azonos a
7,11 éllel, a 6,1 él a 6,10 éllel.)

b) Ez kovetkezik a)-bdl és a 3.4. feladat b) részébél.

c) Teljes indukci6 n-re, ugyaniigy megy, mint a 3.3. feladat c) részében.

d) Legyenek a Cjg pontjai sorrendben 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,1, a pontokat mod 10 szamozzuk.
Ha valamelyik i-re a grafban van az i,i + 2 él, akkor ez egy Co-et zar be és a) szerint kész
vagyunk. Ha pedig az i,7 + 3 él van a grafban, akkor rogton egy Cg-at kapunk. Marad az az
eset, ha minden 4,7 + 2 és 7,7 + 3 él a komplementerben van. Ekkor az 135798641 egy Cg a
komplementerben.

3.6. A pontokat ismét szdmokkal jeloljitk. A 3.5. feladat d) pontjédnak bizonyitasa altalanosithato.
Legyenek a Co, 49 sorrendben 1,2, ...,2n 4+ 1,2n + 2, 1. Ha valamely 4,7 + 2 él a grafban volna,

akkor ez egy Co,4+1-et zarna be, amit a feladat feltétele kizar. Ha valamely 4,74 3 a grafban van,

akkor ez egy Cs,-et zar be és kész vagyunk. Ha az Gsszes i,i4 2 és i,7+ 3 él a komplementerben

van, akkor az 1,3,5,7,...,2n+12n,2n —2,...,6,4,1 egy C9, a komplementerben (a 2n + 2 és

a 2 pont maradt ki a korbdl).

3.7. A kor pontjait ismét megszamozzuk, a)-ban mod 11, b)-ben mod 13, ¢)-ben mod 15, d)-ben
mod 2n + 1.

Ha valamelyik legrévidebb atlé (i,7 + 2) a grafban van, akkor méris talaltunk egy Cio-t a)
esetében, C4-et b) esetében és Ca,-et ) esetében. Feltehetjiik tehdt, hogy ezek az élek mind a
komplementerben vannak. De akkor a komplementerben egy ugyanilyen hossza (13, 15 illetve
2n+1 hossz) kort zarnak be (itt hasznaljuk, hogy paratlan korrél van sz6). Ez a kor az altaldnos
esetben: 1,3,5,...,2n + 1,2,4,6,...,2n,1. Ezért ugyanigy kész vagyunk, ha ennek valamelyik
legrovidebb &tldja, tehat ha valamelyik 4,7 4 4 él a komplementerben van. Feltehet6 tehét, hogy
az 1,7 + 4 élek mind a grafban vannak. Tekintsiik

a) esetében a 2,6,7,8,9,5,1,11,10,3,2 kort, ez Cqp a grafban.

b) esetében a 2,6,10,11,7,8,12,13,9,5,4,3,2 kort, ez C15 a grafban.

c) esetében a 2,6,10,11,7,8,12,13,9,5,1,15,14,3,2 kort, ez C14 a grafban.

d)-nél feltehetjik immér, hogy 2n+1 > 15 (1. az a),b)c) részt, tovabba a 3.4. és a 3.5. feladat
a) részét). Két esetet kiilonboztetiink meg:

Ha 2n+ 1 = 4k + 1 alaki, ekkor az a) mintdjara tekintsiik a 2,6, ... ,4k — 6,4k — 2,4k — 1,4k —
—3,...,11,7,8,12,... 4k — 4,4k, 4k + 1,4k — 3,...,9,5,4,3,2 kort, ez Cy, = Co, a grafban (csak
az 1 pont marad ki az eredeti kor pontjai koziil).

Ha 2n + 1 = 4k + 3 alakd, ekkor a b) mintdjara tekintsiik a 2,6,10,...,4k — 2,4k — 1,4k —
—=5,...,11,7,812,... 4k —4,4k,4k+1,4k -3, ... 13,9,5,1,4k+ 3,4k +2, 3,2 kort, ez Cy12 = Coy
a grafban (csak a 4 pont marad ki az eredeti kor pontjai koziil).

3.8. Ha vesziink egy K}, i, teljes paros grafot (vagyis olyat, amelynek mindkét osztalydban k —
— k pont van, akkor ebben a grafban nyilvan van Cy, de egyaltalan nincs paratlan kor, igy
specidlisan Co_1 sem. Masrészt a komplementere két diszjunkt, k ponti teljes grafbdl all, igy
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Megoldasok 3. A skatulyaelv grifelméleti élesitése, I.

semmilyen k-nédl nagyobb [-re nincs benne Cj. Ezzel belattuk, hogy nemcsak az nem koévetkezik
egy Oy, 1étezésébdl, hogy a graf vagy a komplementere tartalmaz Co;_1-et, hanem arra is adtunk
példat, hogy semmilyen k-nal nagyobb pératlan [-re sem tartalmaz Cj-et sem a graf, sem a
komplementere.

3.9. A 3.6. feladatban mar lattuk, hogy ha a grafban nincs Cs,11 akkor igaz az allitas. A 3.7.
feladat d) részében pedig lattuk, hogy ha van benne Cs, 1 akkor is igaz az &llitas.

3.10. Jeldlje m = 2k. A feladat allitasa k-ra vonatkozé teljes indukciéval kijon a 3.9. feladatbdl.

3.11. Ha m = 2n + 1, akkor a 3.7. feladat d) része tartalmazza megoldast. Ha m = 2n + 2,
akkor a 3.9. feladat tartalmazza a megoldast. A 3.10. feladat ezen tilmenden minden paros m-re
is tartalmazza a megoldast. Ha m pératlan, akkor el6bb a 3.7. feladat d) része szerint taldlunk
egy Cp—1-et a grafban vagy a komplementerében. Innen pedig a 3.10. feladattal kész vagyunk.

Nyitva marad a kérdés: ha k paratlan, vajon Coyy, 1étezésébdl kovetkezik-e, hogy vagy a grafban,
vagy a komplementerében van Cy,?

3.12. a) Ha egy szam az egyik csoportban van, akkor a kétszerese a masikban, kiilonben kész
vagyunk. Ezért az 1 és a 4 az egyik csoportban van, a 2 a mésikban. Ha a 3 az 1 és 4-gyel
van egy csoportban akkor 6k harman megfeleléek. Ha a 3 a 2-essel van egy csoportban, akkor
mindkét csoportban olyan két elem van, amelyek Gsszege 5, tehat az 5-6t barmelyikbe tessziik,
0 és a masik két szam megfeleld.

b) A feladat allitdsa egyenértékii azzal az allitassal, hogy a versenyzok kozott van kettd, akik
honfitdrsak és helyezési szamuk kiillonbsége egy honfitarsuk helyezési szamaval egyezik (ez utébbi
lehet a kettdjik koziil valo is).

Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz. A skatulyaelv szerint van egy orszag — ezt neveziik az
els6 orszagnak —, amelyikbol legaldbb hat versenyzdé indult. Legyen ezeknek a versenyzdknek a
helyezése a1 < a2 < ... < ag. Ekkor az indirekt feltevésiink értelmében az a; — a; helyezésti
versenyzok nem lehetnek az els6 orszabdl valok, igy az

az —ai,a3 —ai,a4 —a1,as —ap,ae — a1

helyezési szamil versenyzok sem. Ok tehat csak a masodik vagy harmadik orszagbdl valok lehet-
nek. De akkor van kozottiikk hdrom, akik ugyanabbdl az orszagbdl valdk, példaul a masodikbdl
valok a by < by < b3 helyezésti versenyzék. Nézziikk a by — by, bg — by és a by — by helyezési
versenyzoket. Indirekt feltevésiink szerint egyikiik sem lehet a masodik orszagbdl. De nem lehet
az els6 orszagbol sem, hiszen minden b; felirhaté a; — a; alakban, s igy a kiilonbségiik felirhato
a; — aj, alakban. E harom versenyzd tehdt a harmadik orszagbol valo, am az els6 kettd helyezési
szamanak kilonbsége éppen a harmadik helyezési szama. Ez az ellentmondas bizonyitja allita-
sunkat.

c) A feladat allitdsa egyenértékii azzal az éllitassal, hogy a térsasigban van két tudds, akik
honfitarsak és sorszamuk kiilénbsége egy honfitarsuk sorszamaval egyezik.

Tegyiik fel, hogy az &llitds nem igaz. Van egy orszdg — ezt nevezziik az els§ orszagnak —,
amelyikbél legalabb 330-an vannak (skatulyaelv). Ha ezek sorszamai

a1 <agz <...<asso,

akkor az indirekt feltevés szerint az aj — a; sorszamu tudoésok egyike sem lehet az els6 orszaghol
valé. Igy az
az —ag,az — ag,...,as3p — ai

sorszamu tuddésok egyike sem A-beli, vagyis a tobbi 6t orszag egyikébe vald. A skatulyaelv szerint
van kozottiik 66, akik egyazon orszaghdl valék — ezt az orszagot nevezziik a masodik orszagnak

A9



3. A skatulyaelv grdfelméleti élesitése, I. Megoldasok

—, legyenek ezek a
b1 < by < ...bgg

sorszamu tudésok. Ekkor indirekt feltevésiink szeirnt a b; — by, sorszami tuddsok egyike sem
lehet a masodik orszdbeli tudés. De nem lehet az els6 orszagbeli sem, ugyanis minden b; — by,
valamilyen [ és m-re a; — a,, alaka. Tehat a

by —b1,b3 —b1,...,b66 — b1

sorszamu tuddsok nem lehetnek sem az elsd, sem a mésodik orszagbdl valdk. Ez 65 tudés.

A gondolatmenetet folytatva kapunk 17 tudodst, akik egy harmadik orszaghdl valék. Ha ezek
c1 < c <...<cyy, akkor ismét mondhatjuk, hogy a cj, — ¢; sorszami tuddsok sem lehetnek sem
e harmadik orszagbdl, sem az elsé kettébdl valok. (Ugyanis minden ilyen kiilonbség felirhatd
két b kiilonbségeként, s azok viszont két a kiilonbségeként.) Kaptunk 16 tuddst, akik csak a
marad6 harom orszagbdl lehetnek, és helyezési szamuk kiilonbsége is csak e harom orszaghol
érkezé versenyz6¢é lehet. Innentél a feladat megfelel a b) feladatnak.

Miel6tt d)-t bebizonyitanank, adunk egy elegdnsabb bizonyitast a)-ra, mert a gondolatmenet
a d) részben is hasznélaté lesz (és segitségével c)-re is 0j bizonyitast nyeriink).

Legyen adva az els6 6t szamnak egy felosztasa két csoportra. Vegyiik azt a grafot, amelynek
pontjai az 1,2,3,4,5,6 szdmok. Az i és a j kozott futd élt szinezziik 1l-essel, ha |i — j| az els6
csoportban van, és 2-essel, ha |i — j| a masodik csoportban van. Két szam kiilonbsége legalabb
1, legfeljebb 5, igy minden élt kiszineziink 1-essel vagy 2-essel. A 3.3. feladat szerint ebben a
grafban van harom pont, amelyek kozott futd élek azonos szinliek. Legyen ez a harom pont a >
> b > c. Ezek szerint [a —b| =a —b, |b—¢| =b—cés |c — a|] = a — ¢ azonos csoportban van.
Miérpedig az els6 ketto Osszege éppen a harmadik szam.

d) A bizonyitds ugyantigy megy, csak a 3.3. feladat helyett a 3.5. feladatot kell hasznélni:
ha egy 1+ k!(1/0! + 1/1! + ... 4+ 1/k!) pontu teljes graf éleit k szinnel szinezziik, akkor van
benne egyszinli haromszog. Vagyis ha n legalabb ekkora, akkor a Schur-tétel allitasa teljesiil: a
graf pontjai a)-hoz hasonléan az 1,2,...,n szamok, az i és j kozott fut6 élt annyiadik szintire
szinezzik, amennyiedik csoportban |i — j| van. Ekkor van egyszinii haromszog, és innen az a)
rész befejezése ,,miikodik”.

3.1. Tekintsiik azt a 4-hipergrafot, amelynek pontjai a megadott pontok és ,élei” azok a pont-
négyesek, amelyek konvex négyszoget hataroznak meg. Ebben a hipergrafban nincs 6tpont tires
graf, mert a 2.9. feladat szerint barmely 6t altalanos helyzetii pont kozott van négy, amely konvex
négyszoget hatdroz meg. Ekkor viszont a 4-hipergrafokra és két szinre vonatkozé Ramsey-tétel
szerint van olyan N, hogy ha ennél t6bb pontt a hipergraf, akkor van benne teljes k-as, azaz
van olyan k pont, amelyekbdl alkotott barmely négyszog konvex.

A K.IIL.15.2. feladat b) része szerint ekkor e k pont egy konvex k-szoget alkot. Ezt akartuk
bizonyitani.

3.2. Legyen ABCD egy d oldali, 60°-0os rombusz, A-nal és C-nél van 60°, vagyis DB is d
hosszi. Legyen A szine 1-es. Ha B és D valamelyike 1-es szint, kész vagyunk. Ha B és D szine
azonos, akkor is kész vagyunk. Ha nem, akkor legyen B szine 2-es, D szine 3-as. Ha c szine nem
2-es, ismét kész vagyunk. Egyetlen eset maradt tehat: ha A szine is 1-es. Ebbdl kovetkezik, hogy
ha az A koézéppontt, v/3d sugari kor keriiletén van 1-estdl kiilonb6z6 szinti pont, akkor kész
vagyunk. Ha viszont e kor keriilete teljes egészében 1-es, akkor barmely d hossz hirja megfelel.

3.5. A 3.2. feladat szerint van két egyszinli pont, A és B, amelyek tévolsidga d. Legyen a szintik
1-es és legyen C' és D a siknak az a két pontja, amely A-tdl és B-t0l is d tavolsagra van. Ha ezek
valamelyike szintén 1-es szinii, akkor készen vagyunk. Ha viszont mindkettd 2-es szini, akkor
tekintsiik azt az E pontot, az AB félegyenes meghosszabbitasan, amelyik B-tél d tavolsagra
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van. Ez C-vel és D-vel egy v/3d oldalt szabélyos haromszoget alkot, tehat ha E szine is 2-es,
akkor ismét kész vagyunk. Ha viszont 1l-es szinti, akkor legyen F' az a pont C oldalan, amely
B-t6l és E-tdl is d tavolsagra van. Ha ez is 1-es szinti, akkor C EF' megfelel6 (egyszinti) d oldali
szabalyos haromszog. Ha viszont 2-es szind, akkor legyen G az a pont, amely C-t0l és F-t6l d
tavolsdgra van (és nem azonos B-vel). Ha ez a pont 2-es szinti, akkor CGF egy d oldalu szabalyos
haromszog, amely egyszinii, ha pedig 1-es szinii, akkor AEG egy 2d oldalu, egyszinii szabélyos
hiromszog.

4. Szimmetria és aszimmetria, I.

4.1. Igen.
4.2. Igen.
4.3.

1. megoldas. Igen. Ha a masodik graf korében sorban szamozzuk a pontokat, a masikban pedig
1,5,2,6,3,7,4 sorrendben, akkor éltarté (és nem-él tartd) egy-egy értelmii leképezést kapunk a két
graf pontjai kozott. L. a 77

2. megoldas. Egy masik megoldast kapunk, ha attériink a komplementerekre. Mindkét graf
komplementere 2-regularis 6sszefiiggs graf, tehat hétszog, s igy a két graf komplementere izomorf.
Ebbél viszont kovetkezik, hogy a két eredeti graf is izomorf. (Lasd a 4.11. feladatot is.)

4.9. Mindharom.

4.12. a) Az iires graf, az egy élbol 4ll6 graf, a két élbol &ll6 graf és a harom élbél allo graf
mindegyike olyan, hogy csak egy-egy van bel6le. Tehat Gsszesen négy graf van ,izomorfiatol
eltekintve”.

b) Ez a feladat megegyezik a K.I1.2.2. feladattal. Ott megadtuk a grafokat tgy, hogy nem
hasznaltuk az izomorfia fogalmét. (Utdna vezettiik be az izomorfia fogalmat.) Most elmondjuk
ugyanazt a megoldast tgy, hogy explicite hasznaljuk az izomorfia fogalmat.

Az tres graf egyértelmil. Az egyélil graf is. Kétélii grafbol most mér kettd van: vagy két
csatlakozé él és egy izolalt pont, vagy két fiiggetlen él. Ez eddig négy graf.

Ezek komplementerei alkotjdk a hat-, 6t-, illetve négyéli grafokat. Ez tehat mar nyolc kiilon-
b6z6 graf.

Maradnak még a haromélu grafok. Ezekbdl harom van: vagy egy haromszog és egy izolalt
pont, vagy egy hdrom hosszi 1t, vagy egy csillag. (A haromszog és a hdromagu csillag egymas
komplementerei. A harom hosszi Ut viszont énmaga komplementere. Ennek jelent6sége lesz
a 4.3. feladatban.)

Osszesen tehat ,,izomorfidtdl eltekintve” 11 kiilonbézé négypontt graf van.

4.15. Nem. Lehet, hogy a két harmadfokt pont egymaéssal van 6sszekotve és a masodfokt pont
csak egyikiikkel van Osszekotve, de az is lehet, hogy a mésodfokd pont van Osszekotve a két
harmadfokival (s azok egymaéssal nincsenek sszekotve). Lasd a 77

4.16. Hétpontu fadban nem lehet két negyedfoku pont. (L. a K.IL.7.2. feladatot!)

A negyedfokt pontot és a szomszédait egyértelmiien , helyezhetjiik le”, ezutan még két pontot
kell elhelyezniink. Ezek lehetnek valamelyik szomszéd szomszédai, lehetnek egy-egy kiilonb6z6
szomszéd szomszédai, vagy alkothatnak egy ketto hosszi utat az egyik szomszédbodl indulva. Ez
Osszesen harom lehet6ség. Lasd 77
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4. Szimmetria és aszimmetria, 1. Megoldasok

4.17. A tizpontu fanak 9 éle van, tehat a fokszamok Osszege 18. Ha van két 6todfoki pont és az
Osszes tObbi pont els6fokt, akkor pontosan 18 a fokszamosszeg, tehat az ilyen fanak két 6todfoka
és nyolc els6foku pontja van. A fa Osszefliggd, tehat elséfoki pontok nem lehetnek egymaéssal
Osszekotve. Ezért minden els6foki pont egy 6todfokuhoz csatlakozik és a két 6todfoku egymassal
is Gssze van kotve. Csak egy ilyen fa van.

4.18. A 2k pontu fanak 2k — 1 éle van, tehat a fokszdmok Gsszege 4k — 2. Ha van két, pontosan
k-adfokd pont és az Gsszes tobbi pont els6fokl, akkor pontosan 4k — 2 a fokszamosszeg, tehat az
ilyen fanak két k-adfoku és 2k — 2 els6foki pontja van. A fa Osszefiiggd, tehat elséfokt pontok
nem lehetnek egymassal 6sszekdtve. Ezért minden els6foktl pont egy k-adfokithoz csatlakozik és
a két k-adfokil egymassal is 6ssze van kotve. Csak egy ilyen fa van.

4.19. A fokszdmok Osszege 18, tehat a grafnak 9 éle van. Masrészt 6sszefiiggd, tehat fa. Elscfoku
pontok nem lehetnek egymassal 6sszekotve. Harom eset van:

a) Ha a két negyedfokil pont 6ssze van kotve. Ekkor a két masodfokt pont haromféle képpen
helyezkedhet el: vagy mindketté ugyanazzal a negyedfokt ponttal van Gsszekotve, vagy egyik
az egyikkel, masik a masikkal, végiil lehet az is, hogy az egyik valamelyik negyedfokd ponttal
és a masikkal van Osszekotve (ekkor a negyedfokd pontbdl indul ki egy haromélii 1t). Ez eddig
hérom nem-izomorf graf. (L. a ??. abrat!)

b) A két negyedfoki pont az egyik mésodfokid ponton keresztiil kapcsolddik egyméshoz, a
masik masodfokd pont valamelyik negyedfokival van 6sszekotve. Ez egy tovabbi, az eddigeikkel
nem izomorf graf.

c) Végiil lehet az is, hogy a két negyedfoku pont egy harom élbél 4116 tttal van 6sszekotve, ez
egy tovabbi, az eddigiekkel nem izomorf grafot ad. (L. a ?7. abrat!)

Osszesen tehat 6t, a feladatnak megfeleld nem-izomorf graf van (mindegyik fa).

4.20. Ez tobbféleképpen is bizonyithaté. Egyrészt megmutathatd, hogy a Petersen-graf barmely
pontjabol induld szélességi favaz éppen a K.I1.8.4. feladat megoldasdban leirt favazat adja.

Egyszeriibb azonban a kdvetkez6 okoskodéds. A K.I1.8.4. feladat megoldasaban lattuk, hogy
(izomorfiatol eltekintve) egyetlen 10 ponti, 3-regularis, 2-dtméréji graf van. Elég tehat belatni,
hogy a Petersen-graf is 2-atmérdjii (a mdasik két feltétel trividlisan teljesiil). Tudjuk, hogy a
Petersen-graf cstucstranzitiv, tehat elég belatni, hogy egy tetszdleges pontjabdl barmelyik méasik
pont elérhetd legfeljebb 2 hossza uttal. Ez kénnyen ellendrizhetd.

4.22.

1. megoldas. Egy otelemi halmaznak tiz kételemii részhalmaza van, tehat a KG(5,2) Kneser-
grafnak tiz pontja van. Egy kételemli részhalmaz pontosan harom masiktol diszjunkt, tehat a
Kneser-graf minden pontjanak fokszama 3. Végiil az is vildgos, hogy ha két kételemii halmaz-
nak van kozos pontja, akkor van olyan kételem{i halmaz (pontosan egy), amely mindkett6tol
diszjunkt. Tehdt a Kneser-graf barmely két, éllel 6ssze nem kotott pontjanak van kézés szom-
szédja, tehat a K G(5,2) Kneser-graf 10-ponti, 3-reguléris, 2-atméréji graf.

A K.II.8.4. feladatbdl tudjuk, hogy egyetlen ilyen graf van, ami a K.I1.8.4. feladat szerint a
Petersen-graf. Tehat a KG(5,2) graf a Petersen-graf.

2. megoldas. Kozvetleniil is megtaldlhatjuk a megfeleltetést a Petersen-graf és a KG(5,2)
Kneser-graf kozott. Valasszuk az 6telemii alaphalmaznak az {1,2,3,4,5} halmazt. A ,kiils6 kerék”
pontjai lehetnek (ilyen sorrendben) az {1,2}, {3,4}, {5,1}, {2,3}, {4,5}, a ,,bels6 kerék” pontjai
az {3,5}, {5,2}, {2,4}, {4,1}, {1,3}, itt a sorrendet a ,kiillok” szerint adtuk meg, tehat itt minden
masodik van éllel 6sszekétve. Lasd a 77, abrat.
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Megoldasok 4. Szimmetria és aszimmetria, 1.

4.23. Nem. A legegyszeriibb ellenpélda a két kétpontu graf, az egyikben van él, a mésikban
nincs. Mindkettonek azonosak az egyponti feszitett részgrafjai.

4.24. Legyen az egyik graf egy harompontt részgrafjanak harom pontja a,b,c és tegytk fel,
hogy az (a,b) és (b, c) élek szerepelnek a grafban, az (a,c) él nem. A masik graf egy haromponti
részgrafja legyen o', b’ ezek kozott az (a',b') és (b, ') élek be vannak hizva, az (a/, ) nincs. A
feltételbél kovetkezik, hogy az a, ¢, d hdrompontu részgrafban az (a,d) és (d, c) élek be vannak
hizva, s ugyanigy a masik grafban az (a’,d’) és (d’, ') élek is be vannak htzva. Végiil példaul
az a,b,d haromponti részgrafban be van hizva az (a,b) és (a,d) élek, tehdt a (b,d) él nincs
behtzva, ugyanigy a mésik grafban a (o', d’) él nincs behtzva. Az a — o', b= b, c—d, d— d
leképezés tehat a két graf kozotti izomorfiat ad meg.

4.25. Legyen a G graf egy tetszbleges pontja x. A G — x graf élszamat jeloljik k-val, az egész
graf élszamat jeloljuk e-vel. Ekkor x fokszama e — k. A feltétel szerint k minden x-re azonos,
hiszen G — x minden z-re izomorf. Ebbél kévetkezik, hogy e — k is ugyanaz minden z-re, tehat
a graf reguléris.

Megjegyzés. Csak annyit hasznaltunk, hogy barmely pont elhagydsaval keletkezé részgraf
élszama azonos.

4.26. Igen. A feltételbdl kovetkezik ugyanis, hogy

a) x és 2’ fokszdma is d,

b) G — z-ben x szomszédainak fokszdma d — 1, minden més pont foka d,

¢) G — 2/-ben 2’ szomszédainak fokszdma d — 1, minden mds pont foka d.

Miésrészt G — x és G — 2’ izomorf, s az az egy-egyértelmii ¢ leképezés, amely ezt bizonyitja,
x szomszédai és x’ szomszédai kozott egy-egy értelmli megfeleltetés (mert csak ezek a pontok
d — 1-ed fokuak). Ha tehat a t izomorfidt kiterjesztiik gy, hogy z-nek z'-t feleltesse meg, G egy
izomorfidjahoz jutunk.

4.1. Ha G paros graf, akkor két osztalyba sorolhaték a pontjai tgy, hogy azonos osztalybe-
liek kozott nem fut él. Ha valamelyik osztalyban legalabb hirom pont volna, akkor a kom-
plementerében volna hiromszog, tehét a komplementer nem volna péros graf. Igy G mindkét
osztalyaban legfeljebb két-két pont lehet. Az egy pontbol all6 graf megfelel. Két és harom pontia
graf esetében a teljes graf élszama 1, illetve 3, tehat paratlan, igy a graf és a komplementere
nem tartalmazhat ugyanannyi élt. Ha G négyponti, akkor a graf is, komplementere is harom
élbol all, s ez csak egy 3 éld ut, egy haromszog vagy egy haromagn csillag lehet. Utébbi ketto
egyméas komplementere, igy nem izomorf a komplementerével.

Tehat két ilyen G paros graf van: az egyetlen pontbdl allé graf és a haroméld utbdl allé graf.

4.2. Egy n ponti faban n—1 él van. Ha izomorf a komplementerével, akkor a komplementerben
is ennyi él van, tehat az n pontu teljes grafban 2(n — 1) él van. Masrészt az n pontu teljes graf
élszama n(n — 1)/2, tehdt csak n = 4-re lehet ilyen fa. n = 4 pontd fa a haromagu csillag és a
hiromélii at. Csak az utébbi izomorf a komplementerével.

4.3. a) n = l-re az egypontu graf iires, tehat izomorf a komplementerével.

n = 2-re vagy a graf vagy a komplementere iires, a masik nem, tehat nincs ilyen graf.

n = 3 esetén a teljes grafnak harom éle van, igy nem tudjuk Sket két egyforma osztalyba
sorolni, marpedig egy graf és a komplementere azonos élszdmu, ha izomorf.

n = 4 esetén a harom hosszi Ut izomorf a komplementerével.

n = 5 esetén az 6tpontt kor izomorf a komplementerével.

n = 6 esetén a teljes grafnak 15 éle van, ami paratlan, tehat ismét nem lehet ilyen graf.

n = 7 esetén a teljes grafnak 21 éle van, ami ismét paratlan.
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5. Szimmetria és aszimmetria, I1. Megoldasok

Az els6 hét szam koziil csak n = 1,4,5-re van a komplementerével izomorf graf.

b) n = 8 és n = 9 esetében viszont van ilyen graf. n = 8-ra legyen a graf nyolc pontja
T, T2, Y1, Y2, 21, 22, U1, up. Hizzuk be a gratba az x;y;, yi2;, ziuj éleket (i, = 1,2). Ez eddig 12
¢él. Ha behtizzuk még az x1x9 és az ujus éleket, akkor egy olyan grafot kapunk, amely izomorf
a komplementerével. Az izomorfidt kénnyi megadni: az z; pontnak az y; pont feleljen meg, az
y; pontnak az u;, a z;-nek a x; és az u;-nek az z;.

n = 9 esetben ebbdl mar konnyl megfelelé grafot kapni: a kilencedik pontot az x és az u
pontokkal kotjik Gssze.

4.4. Ha valamely n-re van ilyen graf, akkor a grafnak és a komplementerének azonos szamu éle
kell, hogy legyen. Masrészt a grafnak és komplementerének egyiitt n(n — 1)/2 éle van. Ha tehat
e szam nem paros, akkor nincs ilyen graf. Vagyis n = 4k 4+ 2 és n = 4k + 3 alaki szdmokra
biztosan nincs ilyen graf.

Maésrészt az n = 4k esetben az n = 8 esethez egészen hasonléan kapunk megfelels grafot (lasd
a 4.3. feladatot), csak kettd helyett k& darab x;, y;, 2;, u; pontot kell felvenni, majd behtzni az xy,
yz, uz éleket, tovabbd az x;z; és az u;u; éleket (i # j). Az izomorfia most is ugyanigy irhaté
le, mint az n = 8 esetben.

Innen mar n = 4k + 1 pontra ugyantgy jarhatunk el, mint az n = 9 esetben (ldsd ugyancsak
a 4.3. feladatot): a plusz egy pontot az x és az u pontokkal kotjitk dssze.

4.5. Tekintsiik a graf és a komplementere kozotti izomorfiat. Ez a pontokat parokba allitja: min-
den z ponthoz hozzdrendeli azt az =’ pontot, amely a komplementerben megfelel neki. Parat-
lan sok pont van, tehdt van olyan y pont, amely 6énmaganak a képe, azaz y = 3'. Marpedig
dg(z), azaz x pont fokszdma a G grafban megegyezik dg(x)-szel, azaz =’ fokszdmaval G kom-
plementerében. Tehét z’ foka G-ben n —1—dg(x). Mivel y = v/, ezért dg(y) = (n—1)/2, ahogy
a feladat éllitja.

5. Szimmetria és aszimmetria, II.

5.2. Elég a c) feladatot megoldani. Az n pont barmely permuticiéja automorfizmusa a teljes
grafnak (és més nyilvan nincs), tehat n! automorfizmusa van.

5.3. Vegyiik az egyik teljes parositasnak azt, ami a kocka négy parhuzamos é1ébédl all, a masiknak
azt, ami a kocka egy lapjanak két parhuzamos élébél, és a szemkozti lap e két élre meroleges két
¢élébol all. Vilagos, hogy a kockanak nincs olyan automorfizmusa, ami az egyik lapot elforgatja
90°-kal, és a szemkozti lapot vagy nem forgatja el, vagy 108°-kal forgatja el.

5.4. IGAZ! Ez legkdnnyebben taldn a K.I1.8.4. feladat megoldasiaban felrajzolt alakjabdl latszik,
de kiolvashat6 a K.I1.9.7. feladat megoldasabdl is.

5.5. Elég a b) feladatot megoldani. b) A k ponti kér automorfizmusai azonosak az ugyanannyi
csucsu szabalyos sokszog automorfizmusaival, tehat a ,,forgatasok” és a , tiikkrozések”. Ez Gsszesen
2k automorfizmus.

Csucstranzitiv grafrél van szo, tehat egyetlen orbitja van.

5.6. a) Szdmozzuk meg a graf pontjait az x1zorsrsrs71 a KOr és az xoxy 4t16 van behtzva. Egy
kiilén orbit az x1 pont, hiszen ez az egyetlen pont, aminek két harmadfoki szomszédja van. Ez
tehat minden automorfizmusnal helyén marad. Egy masik orbit a két harmadfokd pont, zo és
x4, ezek vagy helyben maradnak, vagy egymaéssal cserélédnek. Elsé esetben a maradé két pont
is helyben kell, hogy maradjon, masodik esetben ezek is helyet kell, hogy cseréljenek. Ez tehat
Osszesen két automorfizmus, és megkaptuk a harmadik orbitot is: ez az x3 és x5 pontokbdl all.
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Megoldasok 5. Szimmetria és aszimmetria, II.

b) Elészor allapitsuk meg az orbitokat. Vildgos, hogy a z pont egyetlen elemii orbit, ame-
ly tehét minden automorfizmusndl a helyén marad. A maésik orbitot az y; pontok alkotjak, a
harmadikat az x; pontok. Minthogy utobbiak csak egymas kozott cserélhetok, viszont barmely
automorfizmus, amely az altaluk alkotott 6tszoget dnmagaba viszi, kiterjesztheto az egész graf
automorfizmuséra, ennek a grafnak ugyanannyi automorfizmusa van, mint az étponti kornek,
azaz tiz. (Azt is megkaptuk, hogy az automorfizmus csoportja is megegyezik az 6tponti kor
automorfizmuscsoportjéval.)

5.7. Ha a pontokat egy szabdlyos nyolcszog csucsaiban vessziik fel, akkor a P, Ps oldal (és
egyben a PsP; oldal) felez6mer6legesére vald tiikrozés, a P Py oldal (és egyben a P,Ps oldal)
felezOmerolegesére vald tikrozés, valamint a koré irhatd kor kozéppontjara vald tikrozés a graf
egy-egy automorfizmusat adja. Ezek a tiikrozések a P, pontot rendre a Py, Ps, Ps pontokba
viszik, ezek tehat a P, ponttal azonos orbiton vannak. Ugyanigy a P» pont képe rendre Ps, Px,
Ps, tehat a masik négy pont is egy orbiton van. Ez a két orbit valéban kiilénb6z6, mert P; nem
vihetd at P»-be, ugyanis el6bbi egy haromszogben van benne, az utébbi kettoben.

A grafnak tehat két orbitja van.

Koénnyen lathatd, hogy ha egy automorfizmus a P, pontot a helyén hagyja, akkor helyén
hagyja az orbitbeli szomszédjat, Ps-at is, de akkor a helyén hagyja P,-et és P5-6t is. Viszont a
P, és P3 pontokat vagy onmagukba viszi, vagy megcseréli, s ugyanez igaz a Pz és P; pontokra
is. Ez Osszesen négy lehetdség, tehat pontosan négy olyan automorfizmus van, ami a P; pontot
a helyén hagyja.

Ebbdl viszont kovetkezik, hogy P; az orbitja barmely masik pontjaba is pontosan négyféleképp
vihet6 at.

A grafnak tehat 16 automorfizmusa van.

5.8. a) Ha egy s automorfizmus a P pontot a @ pontba viszi, akkor az inverze is automorfizmus,
és az a () pontot viszi P-be. Ugyanigy ha a ¢t automorfizmus a @) pontot a P pontba viszi, akkor
az inverze a P pontot viszi a ) pontba. Mivel kiillénb6z6 automorfizmusok inverze is kiilénb6z6,
ebbdl kovetkezik, hogy a P-t (Q-ba vivé automorfizmusok szama megegyezik a (-t P-be vive
automorfizmusok szamaval.

b) Van egy olyan s automorfizmus, amely a P pontot a ) pontba viszi. Ha minden, a P
pontot a helyén hagy6 t automorfizmust megszorozzuk ezzel az s automorfizmussal, akkor az
st automorfizmus (el6bb hajtjuk végre t-t, aztan s-et) a P pontot a Q-ba vivé automorfizmust
kapunk. Ha t és ¢’ kiilonbo6z8, akkor az st és az st automorfizmusok is kiilonbozdk. (Ha st = st’
volna, akkor s inverzével, s~!-gyel mindkettét megszorozva azt kapnank, hogy t = t'.)

Ezzel belattuk, hogy a P-t (Q-ba vivé automorfizmusok szama legaldbb annyi, mint a P-t
helyben hagyoké. Legyen most ¢ egy olyan automorfizmus, ami P-t ()-ba viszi. Ha ez utédn
rendre alkalmazzuk a -t P-be vivo automorfizmusokat, akkor rendre kiilonb6z6, P-t a helyén
hagy6 automorfizmusokat kapunk. Tehat legalabb annyi P-t a helyén hagy6 automorfizmus van,
mint ahdny Q-t P-be vivé automorfizmus.

Jeloljiik n(P, Q)-val a P-t Q-ba vivé automorfizmusok szdmat. Azt kaptuk, hogy

n(P,Q) > n(P,P) > n(Q,P).

Az a) feladat szerint n(P, Q) = n(Q, P), s ebb8l mar kovetkezik, hogy n(P, Q) = n(P, P), ami
szavakban elmondva éppen a feladat allitasa.

5.9. Mindegyik graf csicstranzitiv, tehat egy orbitja van.

A tetraéder gréafja a négypontu teljes graf, 24 automorfizmussal.

A kocka csucstranzitiv, tehat barmely pontjat atvihetjiik barmelyikbe automorfizmussal. A
pontbdl induldé harom csticsot is szabadon permutalhatjuk, tehat a kockdnak 48 automorfizmusa
van.
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5. Szimmetria és aszimmetria, I1. Megoldasok

Az oktaéder csucstranzitiv, tehat barmely pontjat atvihetjiik barmelyikbe automorfizmussal.
A cstcesal Osszekotott négy pontot annyiféleképp valtoztathatjuk, ahany automorfizmusa az
altaluk alkotott négy hosszi kérnek van, tehédt 8-féleképpen. Ez is 48 automorfizmus. Ami nem
meglepo, hiszen az oktaéder a kocka dualisa.

Az ikozaéder is cstcstranzitiv, ez egy 12-szeres szorzd. Ha egy csicsat rogzitettiik, akkor a
beléle indul6 6t él annyiféleképp valtoztathatd, ahany automorfizmusa van az altaluk alkotott
0t hosszu kornek, ez ijabb 10-es szorzé. Az ikozaédernek tehat 120 automorfizmusa van.

A dodekaédernek is 120 automorfizmusa van, mert az ikozaéder duélisa.

5.10. A KG(4,2) graf komplementere az oktaéder grafja, tehat 48 automorfizmusa van.

5.11. Az a) gréafnak egyetlen orbitja van. A b) grafnak két orbitja van, a két csoport.

a) A harom-haz-hdrom-kut grafnal elészor eldontjiik, hogy a két csoportot felcseréljiik-e, vagy
megtartjuk. Ez egy kettes szorzé. Utana kiilon-kiilon barhogyan permutéalhatjuk a két csoport
pontjait, ez egy-egy hatos szorzét jelent, a grafnak tehat 72 automorfizmusa van.

b) Itt a két csoport csak kiilon-kiilon permutélhaté (két orbit van), ezért 6 - 120 = 720 auto-
morfizmust kapunk.

5.12. A K, teljes paros grafnak két orbitja van, ha k és n kiilénb6z6, viszont egy orbitja van,
ha k = n.

Ha k # n, akkor a két csoport csak kiilon-kiillén permutalhaté, tehat k! n! az automorfizmusok
szama. Ha k = n, akkor a két csoport is felcserélhetd, tehat 2n!? az automorfizmusok szama.

5.13. Az elsé pont barmelyik ponttal szabadon felcserélhetd (a helyén is maradhat), ez egy 2n-
es szorzd. A szomszédja képét ez mar meghatirozza. Utana a kovetkezdé pont megint szabadon
cserélhetd barmelyik megmaradt ponttal, ami egy 2n — 2-es szorzd, és a szomszédja képe megint
egyértelmii. A gondolatmenetet folytatva azt kapjuk, hogy az automorfizmusok szdma (2n)!! =
= 2"nl.

5.14. El6szor allapitsuk meg a graf orbitjait! A z pont az egyetlen negyedfokd pont, tehat
onmagaban egy orbit és minden automorfizmus a helyén hagyja. A szomszédjait pedig csak
egymas kozott cserélheti. Ebbdl kovetkezik, hogy az x, y pontok vagy egy kiilon orbitot alkotnak,
vagy mindkettd kiilon-kiilon egy-egy orbit. Ugyanez vonatkozik a két masodfoki pontra, u; és
vs-re. Viszont van egy automorfizmus, ami z-et és y-t és ugyanigy uj-et és vs-at is felcseréli: ez
az automorfizmus uo-t és vo-t is felcseréli, s ugyanigy vi-et és us-at, z-t pedig a helyén hagyja.
Ha a grafot egy szabalyos nyolcszog nyolc csicsanak tekintjiik, a z pontot pedig a nyolcszog
kozéppontjanak, akkor a kézéppontra vonatkozd tiikrozésrdl van szé.

Koénnyen belathatjuk, hogy a grafnak nincs tobb automorfizmusa ezen a ,tiikrozésen” és az
identitason kiviil. Ha példaul ui-et az automorfizmus a helyén hagyja, akkor két szomszédjat
is, mert azok kiilon orbithoz tartoznak (us Gssze van kotve a negyedfokt ponttal, y nincs). De
akkor x és us sem mozdulhat. Az egyik Otszog tehét fix. Ugyanez elmondhaté vs-bdl indulva,
tehat a mdsik 6tszog pontjai sem mozdulhatnak. Igy az identitdst kapjuk. Ha viszont uj-et az
automorfizmus atviszi vs-ba, akkor ugyanezzel a gondolatmenettel kapjuk, hogy a két 6tszog
,tikrozodik” egymasra.

5.15. A K.I1.8.4. feladatban lattuk, hogy barhogyan vélasztjuk a szélességi favaz gyokerét, majd
barhogyan permutaljuk az elsé emelet pontjait, s végiil birmilyen sorrendben valasztjuk az els6
emelet elsé pontjanak tovabbi két szomszédjat, mindig tudunk egy, az eredetivel izomorf grafot
rajzolni, mégpedig egyértelmiien. Tehat a Petersen-grafnak 120 automorfizmusa van.
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Megoldasok 5. Szimmetria és aszimmetria, II.

5.19. Igen. Nyilvanvald, hogy a ,kiilsé kerék” csiicsai atvihetok egymésba automorfizmussal, s
agyanigy a ,bels6 kerék” csicsai is. Végiil az is nyilvanvald, hogy a ,kiils6” és a ,,bels6¢” kerék
csucsai egymasba is atvihetok.

5.20. A KG(n,k) graf egy cstcsat az {1,2,...,n} halmaz egy k elem{ részhalmazaval azonositjuk.
Barmely két k elemii részhalmazhoz meg tudjuk adni az n elemii alaphalmaznak olyan permutéa-
cidjat, amely az egyiket a masikba viszi. Az alaphalmaznak ez a permutaciéja minden k elemi
részhalmazt is egy k elemi részhalmazba visz, metsz6 részhalmazokat metszé részhalmazokba,
nem-metszoket nem-metszékbe. Tehat az alaphalmaz minden permutéaciéja megad egy automor-
fizmust a grafon. Ezzel belattuk, hogy minden Kneser-graf csicstranzitiv.

5.21. Igen. Azt kell beldtnunk, hogy akarhogyan valasztjuk ki a G graf egy = és 2’ pontjat, a
G — x pontjait G — 2’ pontjaira képez6 izomorfia kiterjeszthet a G graf automorfizmusava, gy,
hogy z-nek z’-t feleltetjiik meg. Mivel a 4.25. feladat szerint a G graf regularis, ezért a 4.26.
feladat megoldasa szerint ezt megtehetjiik.

5.22.

1. megoldas. Igen. nyilvanvalbéak a kovetkezok:

A | kiils6 kerék” barmely két éle egymasba vihetd.

A | kiils6 kerék” és a ,belsé kerék” barmely két éle egymasba viheté.

Nem sokkal korilményesebb annak a bizonyitasa, hogy egy ,kiill6” és a , kiilsé kerék” barmely
éle is felcserélhetd. Konnyen meggy6z6dhetiink ugyanis arrél, hogy két szomszédos ,kiills”, (a, b)
és (a/, V') (ahol a és a' van a kiils6 keréken), b és b’ kozos szomszédjaval egytitt egy olyan kort
alkot, amely maga is tekinthetd , kiils6” keréknek. Ebb&l mar kovetkezik, hogy a Petersen-graf
barmely két éle egyméasba viheté automorfizmussal, és ezt akartuk bizonyitani.

2. megoldas. Az allitasra a kovetkezo, elegdnsabb megoldas adhaté.

A Petersen-graf azonos a KG(5,2) Kneser-graffal (lasd a 4.22. feladatot). Egy éle tehat az
Otelem halmaz két kételemii diszjunkt részhalmazanak felel meg. Legyen a Petersen-graf két éle
e1 = (a,b) és eg = (¢,d). Az 6telemii halmazt szdmozhatjuk ugy, hogy az a csucsnak az {1,2}
részhalmaz, a b csticsnak a {3,4} részhalmaz feleljen meg. Feleljen meg a c¢ csticsnak az {z,y}
kételemii részhalmaz, a d cstcsnak az ettdl diszjunkt {u, v} részhalmaz. Az 6telemii alaphalmaz-
nak van olyan permutacidja, amely az 1,2,3,4 elemeket sorra az x,y,u,v elemekbe viszi. Ez a
permutacié minden kételemi részhalmazt egy-egy kételemii részhalmazba visz, éspedig egy-egy
értelmiien, tehat a Petersen-graf csicsain is egy permutéciot ad meg. Az Otelemil halmaz per-
mutécidja diszjunkt részhalmazokat diszjunkt részhalmazokba visz, tehat a Petersen-graf éleit
élbe viszi at. Ugyanigy barmely két nem-diszjunkt részhalmazt két nem-diszjunkt részhalmazba
viszi at, tehat a Petersen-graf csiicsain kapott permutacié valéban automorfizmus. Espedig olyan
automorfizmus, amely az e; él két végpontjat a megadott sorrendben az ey él két végpontjaba
viszi (szintén a megadott sorrendben).

Ezzel belattuk, hogy a Petersen-graf éltranzitiv.

5.29. Igen. A bizonyitds ismét gy torténhet, mint az 5.22. feladatban: annak segitségével,
hogy a Petersen-graf azonos a KG(5,2) Kneser-graffal. A kulonbség az, hogy most az {1,2,3,4,5}
masik nem-diszjunkt, kételemii részhalmazba atvinni. Ilyen permutacié is van, s ez ugyanugy
terjesztheto ki a Petersen-graf csiicsainak egy automorfizmusava, mint az 5.22. feladatban. Tehét
a Petersen-graf barmely két ,nem-éle” (a végpontok megadott sorrendjében) is automorfizmussal
egyméasba vihetd. Tehat a Petersen-graf komplementere is éltranzitiv.
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5. Szimmetria és aszimmetria, I1. Megoldasok

5.30. Jelolje a graf komplementerét G. Ha G graf teljes graf, akkor kész vagyunk. Ellenkezd
esetben van két pontja, amelyeknek van kozos szomszédja, de nincsenek 6sszekotve éllel. (Lasd
az K.IL5.7. feladatot.) Vagyis G komplementerében — tehat az eredeti grafban — van olyan él,
amelynek két végpontjahoz talalhaté olyan harmadik pont, amely egyikiikkel sincs 6sszekotve.
De akkor ugyanez igaz barmely élére, hiszen az eredeti graf éltranzitiv. Vagyis az eredeti grafban
barmely két, éllel 6ssze nem kotott pontnak van koézos szomszédja. Ez viszont azt jelenti, hogy
a graf atméréje 2.

5.32. Tegyiik fel, hogy a KG(n,k) graf komplementere éltranzitiv. Az az 5.30. feladat szerint
vagy nem Osszefiiggd, vagy az atmérdje 1 vagy 2 lehet. Nyilvanvald, hogy 1 csak gy lehet, ha
k=1

Masrészt az K.I1.5.9. feladat szerint csak akkor nem 0Osszefiiggd, ha n < 2k. Ha n < 2k, akkor
a graf ures, ennek komplementere éltranzitiv. Ha n = 2k, akkor a graf egy teljes parositas, s
ennek komplementere szintén éltranzitiv.

Marad az az eset, ha k1 és n 2k. Ebben az esetben a graf osszefiiggd, de nem a teljes graf,
tehat ha éltranzitiv, akkor d4tmérdje 2. Ez viszont azt jelenti, hogy barmely két nem-diszjunkt k
elemii részhalmazhoz kell lennie egy olyan k elemi részhalmaznak, ami mindkett6tél diszjunkt.
Vagyis ennek igaznak kell lennie akkor is, ha a két nem-diszjunkt részhalmaznak csak egy kozos
pontja van. Ekkor uni6éjuk 2k — 1 elemfi, tehat ebben az esetben n > 3k — 1.

Maésrészt az is vildgos, hogy ha a komplementer éltranzitiv, akkor barmely két nem-diszjunkt,
k elemii részhalmazhoz pontosan ugyanannyi, mindkett6tol diszjunkt, k elemii részhalmaznak
kell lennie. Vilagos, hogy az olyan k elemii részhalmazok diszjunktak mindkét részhalmaztél,
amelyek az uni6éjuk komplementerében vannak. Ha azonban k > 3, akkor nyilvan van két olyan
nem-diszjunkt, k£ elemi részhalmaz, amelyek unidja 2k — 1 elemii és olyan is, amelyek unidja
2k — 2 elemi, s ezeknek a komplementerében nem lehet ugyanannyi k elemi részhalmaz.

Tehat az n > 3k — 1 esetben csak a k = 2 eset jon széba. Az 5.31. feladatban lattuk, hogy
ebben az esetben a Kneser-graf komplementere valéban éltranzitiv.

Osszesitve azt kaptuk, hogy a KG(n, k) Kneser-graf komplementere a k = 1, k = 2 esetekben
éltranzitiv, valamint az n < 2k esetben. A k = 1 esetben teljes grafrol van szé, az n < 2k — 1
esetben tres grafrél, az n = 2k esetben fiiggetlen élekrdl (kozelebbrél teljes parositasrol). Az
egyetlen ,igazan érdekes” eset a k = 2 eset, amikor a Kneser-graf atméréje 2. A legkisebb ilyen
erdekes” eset épp a Petersen-graf.

5.34. Az Gtpontu teljes graf automorfizmuscsoportja S5. Ebben csak elsd, médsod-, harmad-,
negyed-, 6t6d- és hatodrendii elemek vannak. Nincs benne tizedrendii elem. Viszont az ikoza-
édernek van egy tizedrendii eleme: a két szemkozti csticsa dltal alkotott egyenes koriili 72°-os
elforgatas és a kozéppontra vald tiikkrozés szorzata.

5.35. Nem igaz. Az nyilvanvaléan igaz, hogy a KG(n,k) Kneser-grafnak van legaldbb n! au-
tomorfizmusa, amelyet az alaphalmaz permutaciéibél nyerhetiink, de korantsem biztos, hogy
csakis ezek az automorfizmusai vannak. Példdul a KG(4,2) graf az oktaéder komplementere,
tehat 48 automorfizmusa van (lasd a 4.21. és az 5.10. feladatokat), ami kétszerese a 4!-nak.

5.36. A 4.22. feladat szerint a Petersen-graf azonos a K G(5,2) Kneser-graffal. Masrészt az 5.15.
feladat szerint 120 automorfizmusa van. Azt is lattuk az 5.17. feladat masodik megoldasdban,
hogy akarhogyan permutaljuk az 6telemi alaphalmazt, ez mindig meghatarozza a bel6le nyert
KG(5,2) Kneser-graf egy automorfizmusét. Az 6telemii halmaznak is pontosan 120 permutacioja
van, tehat az alaphalmaz permutaciéi adjak a Kneser-graf, azaz a Peteresen-graf permutacioit.
Marpedig az 6telemii alaphalmaz permuticidécsoportja az Ss csoport.
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Megoldasok 6. Szimmetria és aszimmetria, II1.

6. Szimmetria és aszimmetria, III.

6.1. Feltessziik, hogy a grafban nincs haromszog és megnézziik, maximalisan hany éle lehet.
A megoldést hasonléan kezdjik, mint a K.II.12.2. feladat megolddsidban (az egész megoldast
érdemes Osszevetni az ottani megoldassalll): kivalasztjuk a graf egy maximalis fokd x pontjat.
E maximalis fokszdmot most is d-vel jeloljik és most is S-sel jeloljiik x szomszédait. A grafban
nincs haromszog, tehat S-ben nem fut él. Jeloljiikk T-vel a tobbi — tehat x-szel 6ssze nem kotott
— pont halmazat, és legyen ennek egy tetszoleges pontja y. Toroljik ki az y-bdl indulé éleket és
hiizzuk be helyette az y-t S pontjaival 6sszekoto d darab élet. A d maximalitdsa miatt legaldbb
annyi élt hiztunk be, ahanyat elhagytunk, tehat a graf élszama nem csokkent. Mésrészt konnyen
lathato, hogy nem keletkezett haromszog, hiszen 1j haromszog csak tgy keletkezhetne, hogy
annak egyik pontja y, de az y-nal 6sszekotott pontok kozott nem fut él.

Ezt az eljarast megismételhetjiik .S minden pontjara, s ekkor eljutunk egy olyan paros grafhoz,
amelynek két osztalya S és T'U {z}, s koztiikk minden él be van htzva, azaz teljes paros grafrol
van sz6. Ekdzben nem csokkent a graf élszama.

Ismert, hogy egy n pontu teljes paros grafnak akkor van a legtobb éle, ha paros n esetén a két
osztalyban azonos szamu pont van, paratlan n esetén akkor, ha a két osztaly pontszama eggyel
tér el. Elsé esetben n?/4 éle van a grafnak, a masodik esetben (n? — 1)/4 éle van. Az eredeti
grafnak is legfeljebb ennyi éle van tehét.

A bizonyitasbdl most is az adodik, hogy egyenléség pontosan akkor van, ha olyan teljes paros
grafrél van sz, amelynek két osztdlydban vagy megegyezik a pontok szama (az n = 2k péros
eset), vagy eggyel kiilonbozik (az n = 2k 4+ 1 pératlan eset).

Megjegyzés. Erdemes végiggondolni, hogy ez az tigynevezett ,,szimmetrizaldsi eljaras” lényegében
ugyanazt ,csindlja”, mint a ,Vegyiik a legnagyobbat” fejezetben adott megoldas (1. a K.I1.12.2.
feladat megoldasat). Ez kicsit ,,szemléletesebben” mutatja azt, ami ott is torténik.

6.2. Legyen [ a H halmaz negativ elemeinek szama. H egy négyelemli R részhalmazaban az
elemek szorzata pontosan akkor negativ, ha R-ben az [ elem koziil egy vagy harom van. Olyan
R, amelyben egy negativ szam van, l(zoo?? ~!) van. Olyan R pedig, amelyben hdrom negativ szim

van, (2000 — l)(é) van. E két szdm Osszegének hatszorosa:
1(2000 — )[(I — 2)( — 1) + (1999 — 1)(1998 — 1)].

Ennek a kifejezésnek keressiik a maximumaét. A kifejezés egyszeriisodik, ha szimmetrizaljuk, azaz
bevezetjiik az L = 1000 — [ jeldlést. Ekkor [(2000 — ) = 10002 — L2, a nagy zaréjelben pedig
(998 — L)(999 — L) + (998 + L)(999 + L) = 2(L? + 998 x 999). Tehét végsé soron az (10002 —
— L?)(L? 4998 x 999) kifejezés maximumat keressiik. A két tényezd dsszege allandé, tehat akkor
lesz a legnagyobb, ha a kiilénbségiik, 2998 —2L? abszoltitértéke a lehetd legkisebb, vagyis amikor
L =45 és | = 955.
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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